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Широкий класс систем автоматического регулирования описыва-
ется системой обыкновенных дифференциальных уравнений вида 

 ,x Bx g    ( ),     ,Tc x    (1) 

где ;nx R  ;lR   ;mR   , ,B g c  – постоянные матрицы размером 
,n n  ,n m  n l  соответственно; ( )   – нелинейная векторная 

функция векторного аргумента σ [1–3]. 
Из множества систем ( )x f x  будем рассматривать фазовые си-

стемы, для которых существует вектор 0,d   такой что nx R   
( ) ( ).f x d f x   Для фазовой системы без ограничения общности 

матрицу B можно считать особой, а функцию ( )   – периодиче-
ской. Фазовую систему (1) с невырожденной передаточной функцией 

1( ) ( )TW p c B pE g   можно представить с явно выделенной угло-
вой координатой     в виде 

    ,T x a           ,x Ax k      (2) 

где A  – постоянная матрица    1 1n n   ; k  и   постоянные  

( 1n  )-мерные векторы; a  – число;    F       – скалярная 2π- 

периодическая функция. 
Одной из актуальных нерешенных проблем в теории фазовых си-

стем является получение аналитических соотношений, позволяющих 
проводить анализ сложной динамики, необходимый при расчете кон-
кретных устройств. 

Для фазовой системы (2) рассмотрим разностную схему Эйлера: 
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Тогда (2) преобразуется к виду 

         
         
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        

     
 

Введем следующие обозначения: 

       1 1

1 0

; ; ; ;

;
i i i i

i i i

t x t x t h x t h x x

t t h t t ih t
 



            

    
 

и получаем отображение цилиндра 

     , ,Tl x x Bx           (4) 

где ;T Tl h   ;h    ;B E hA   .hk   Данное отображение мо-
жет служить простейшей математической моделью системы фазовой 
синхронизации с дискретным временем. Уравнение дискретной си-
стемы фазовой синхронизации общего вида также сводится к (4). 

Рассматриваемые отображения являются частными случаями 
отображения Белых [5]. 

Утверждение 1. Отображение (4) при условии, что матрица B  
гурвицева, диссипативно. 

Пусть   , 1,m B q      тогда 

    .x B x q x q x m x               

Отсюда следует существование шара ,
1

m
x

q





 вне точек которого 

образ имеет меньшую норму, чем прообраз. 

В дальнейшем будем рассматривать случай   1


     


 

mod  2 ,  для которого отображение принимает вид  

  ,Tl x     ,x Bx    (5) 

или 
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,D
x x

    
   

   
 

где D  – матрица .n n  
Отображение (5) является конкретизацией отображения, рас-

смотренного в [6]. 
Для такого отображения будем считать, что 

det det 0.
Tl

D
B

 
  

 
 

Обозначим , 1,...,i i k   собственные значения матрицы ,D  удо-

влетворяющие условию 0 1i    и , 1,..., ,i i m   если собственное 

значение > 1. Предположим, что 1,m   1,    Im 0.   Собствен-

ный вектор, соответствующий собственному значению ,  обозначим 

.UV  В этом случае 1.k n   Собственные вектора, соответствующие 

собственным значениям ,i  обозначим , 1,..., 1.S
iV i n    

При сделанных предположениях отображение (5) имеет в нуле 
0,   0x   седловую неподвижную точку, через которую проходят 

два инвариантных многообразия: одномерное неустойчивое – прямая, 

параллельная вектору ,UV  и  1n  -мерное устойчивое – гиперплос-

кость, параллельная векторам , 1,..., 1S
jV i n   (или их действительной 

и мнимой составляющим, если i ― комплексное число). Пусть соб-

ственные вектора имеют координаты  21, ,..., nV V V . Параметрическое 

( t  – параметр) уравнение одномерного многообразия запишем в виде 

 1, ,U
i it x V t    1, ..., 1i n  .  (6)  

Рассмотрим какую-либо прямую, параллельную этому многооб-
разию: 

0
1, ,U

i it x V t      1, ..., 1.i n   

Образ этой прямой будет 

0

00
1 1 21

0

01 1 1

1

,
U

U

U
n n nn

x x Vx
D D tD tV

x
x x Vx  

                                                     

  
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т. е. образ прямой параллелен прообразу. 
Рассмотрим теперь плоскость, параллельную устойчивому ли-

нейному многообразию. Уравнение такой плоскости можно записать 
в виде 

1 1 2 2 1 1,S S S
n nAM t V t V t V    


  

где 0 0 0
1 1( , , , )nA x x    – некоторая точка, принадлежащая плоскости,

1 1( , , , )nM x x    – произвольная точка плоскости. Тогда 

0 0

1 1 2 2 1 1 1 10 0

0

2 2 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1 10

( )

,

S S S S
n n

S S S S S
n n n n n

D D t V t V t V D t DV
x x x

t V t V t V t V t V
x

 

    

      
                    

 
            

 



 

 

т. е. образ плоскости также параллелен устойчивому многообразию. 
Следовательно, отображение (5) имеет инвариантные слоения: не-

устойчивое 
UF  – прямые, параллельные одномерному неустойчиво-

му многообразию, и устойчивое 
SF  – плоскости, параллельные 

устойчивому линейному многообразию. 
Покажем, что отображение (5) гиперболично. Рассмотрим вектор 

a, принадлежащий неустойчивому слоению :UF  .Ua kV  Для образа 
этого вектора 

,U U Ua Da DkV k DV k V a        

т. е. под действием отображения этот вектор растягивается в λ раз. 

Если вектор принадлежит устойчивому слоению ,SF  то его можно 
записать в виде  

1 1 2 2 1 1.
S S S

n na k V k V k V      Тогда 1 1 1 2 2 2
S SDa k V k V      

1 1 1.
S

n n nk V      Так как ,a Da a    где max{ },i
i

    то спра-

ведливо следующее утверждение. 
Утверждение 2. Отображение (5) гиперболично. 

Аналогично [7], обозначим 1 2 1( , , , , )U S S S
nW V V V V   матрицу, 

столбцами которой являются собственные векторы матрицы отобра-

жения, 1 2 1det ( , , , , ),U S S S
nw W V V V V    1 2 1( , , , , | )U S S S

i nw w V V V V a   – 

определитель, получающийся из w  заменой i -го столбца на столбец 
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,a  1 (1,0, ,0) ,Te    1M  – точка пересечения неустойчивого многооб-

разия с плоскостью 1 .c    

Найдем условия, при которых точка 1M  принадлежит следу L  на 

плоскости 1 c    ( 1n  )-мерного линейного многообразия – плос-

кости w, которая проходит через точку 1( 1, 0)O x    и параллельна 

векторам 1 2 1, , , .S S S
nV V V   Если 1 1 1 1

1 2 1( , , , , )nx x x    – координаты точ-

ки 1,M  то 1 1 .c    Поэтому для точки 1M  из (6) следует, что 

1t c   и координаты точки 1M  будут 

  1
1 11 , (1 ), 1, 2, , 1.U
i ic x V c i n         (7) 

Точка nM R  тогда и только тогда принадлежит плоскости w, 

когда векторы 1 ,O M


 1 ,SV  2 , ,SV   1
S

nV   линейно зависимы, т. е. когда 

1 1 2 1 1( , , , , | ) 0.U S S S
nw V V V V O M 


  Учитывая (7), получим, что 

1 1 2 3

2 3

2 3

2 3 1 1

( , (1 ), (1 ), , (1 ))

((1 ) 1, (1 ), (1 ), , (1 ))

((1 ), (1 ), (1 ), , (1 )) (1,0, ,0)

(1 )(1, , , , ) (1 )

U U U
n

U U U
n

U U U
n

U U U U
n

O M c V c V c V c

c V c V c V c

c V c V c V c

c V V V e c V e

     

      

      

     






 



 

и, следовательно 

1 1 2 1 1 1 1 2 1

1 1 2 1 1 1 1 2 1 1

( , , , , | ) (1 ) ( , , , , | )

( , , , , | ) (1 ) ( , , , , | ).

U S S S U S S S U
n n

U S S S U S S S
n n

w V V V V O M c w V V V V V

w V V V V e c w w V V V V e

 

 

  

   


 

   

Приравнивая последнее равенство к нулю, получим условие по-
падания точки 1M  на :L  

1 1 2 1 1(1 ) ( , , , , | ).U S S S
nc w w V V V V e    

Таким образом, доказана следующая лемма. 
Лемма 1. При условии 

 1 1 2 1 11 ( , , , , | ) /U S S S
k nc c w V V V V e w     (8) 

образ точки 1,M  лежащий на неустойчивом многообразии, попадает 

на след устойчивого многообразия, т. е. точка 1M  является точкой 

гомоклинической траектории к седловой неподвижной точке. 
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Обозначим 2M  – точку пересечения прямой (6) с плоскостью w ― 

и найдем ее координаты. Для этого подставим , ix  из (6) в уравне-

ние плоскости w 

2 1 2 12

3 1 3 13

1 1

1 1 1

0.

U S S
n

U S S
n

U S S
n n n n

t

V t V V

V t V V

V t V V
















  



 

Тогда 

1 1 2 1 1 1 2 1 1( , , , , | ) ( , , , , | ) 0.U S S S U U S S S
n ntw V V V V V w V V V V e     

Отсюда 

 1 1 2 1 1( , , , , | ) / ,U S S S
nt w V V V V e w   (9) 

поэтому первая координата точки 2:M  

 1 2 1 1, , , , /U S S S
nV V V V e     

и при 

  1 1 2 1 1, , , , | / 1 .U S S S
nV V V V e c     (10) 

Одномерное многообразие оказывается «ниже» устойчивой ги-
перплоскости. В результате получена следующая лемма. 

Лемма 2. При 11 /c     седловая неподвижная точка не име-
ет гомоклинических траекторий. 

Получим условия, при которых образ точки 1M  – точки пересече-

ния прямой (6) с плоскостью 1 c    – остается «ниже» плоскости .  

Обозначим 1d  первую строку матрицы :D   1 , .Td l   Так как 

координаты точки 1M  есть 1 ,c     1 2 11 , ,U
nx V c x     

 1 ,U
nV c   то образ первой координаты будет 

 1 Tc l x           1 2 11 1 1U U
n nc l V c l V c         

       1 1 2 11 , , , 1, , , 1 .
TU U U

n nc l l V V c d V t        
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Учитывая (8), (9), это условие можно записать в виде 

     1 1 1 2 1 11 , , , , | / .U U S S S
nc d V V V V V e      (11) 

При обратном условии образ точки 1M  оказывается «выше» плоско-

сти .  Таким образом доказана нижеследующая лемма. 
Лемма 3. При условии (11) седловая неподвижная точка не име-

ет гомоклинических траекторий. Когда 

 1 1 2 1 1

1

, , , , |
1 ,

U S S s
n

U

V V V V e
c

d V


 




 

образ точки 1M  попадает на устойчивое многообразие, т. е. проис-
ходит рождение гомоклинической траектории седловой неподвиж-
ной точки. 

Из лемм 1–3 вытекает следующая теорема. 
Теорема. В области параметров 

 
 

1 1 2 1 1

1 1 2 1 1

1

1 , , , , | /

, , , , |
1

U S S S
n

U S S S
n

U

c V V V V e

V V V V e
c

d V





   

 
  





  

седловая неподвижная точка отображения (5) имеет грубую го-
моклиническую траекторию, лежащую в трансверсальном пересече-
нии устойчивого и неустойчивого многообразий. 

Важность этих утверждений определяется тем, что существование 
гомоклинической траектории служит одним из критериев захвата в 
дискретной системе фазовой синхронизации, а бифуркация ее исчез-
новения является одним из условий для определения полосы захвата. 
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