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Рассмотрена нестационарная задача о движении сосредоточенной нагрузки вдоль 
поверхности упругого полупространства с постоянной скоростью, равной скоро-
сти волны Рэлея. Решение строится в ближнем поле, с использованием асимпто-
тической модели для волны Рэлея. На первом этапе из анализа гиперболического 
уравнения решение находится на поверхности, затем из задачи Дирихле для эл-
липтического уравнения поле восстанавливается вглубь области.  

Ключевые слова: подвижная нагрузка, нестационарная, асимптотическая модель, 
волна Рэлея. 

Введение. Исследование динамических процессов в задачах о 
подвижной нагрузке является весьма актуальной проблемой науки и 
техники, имеющей многочисленные приложения, в том числе в во-
просах развития высокоскоростного железнодорожного транспорта. 
Среди классических работ в этой области можно выделить [1], в ко-
торой использовалась модель балки на упругом основании, а также 
[2], где впервые была решена стационарная задача о движении им-
пульсной нагрузки в случае упругой полуплоскости. Следует отме-
тить, что решение стационарной задачи определено с точностью до 
постоянных, соответствующих перемещениям полуплоскости, как 
жесткого целого, которые могут быть определены только из соответ-
ствующей нестационарной постановки [3–5].  

Известные точные решения задачи о подвижной нагрузке [6, 7] для 
упругой полуплоскости имеют достаточно нетривиальные интеграль-
ные представления, существенно затрудняющие дальнейший анализ.  
В связи с этим развиваются приближенные подходы к задаче [8]. От-
метим также работы [9, 10], основанные на использовании прибли-
женной эллиптически-гиперболической природы поверхностной 
волны [11]. 

В связи со значительными упрощениями аналитические подходы 
к задаче основаны на решении плоских задач. В то же время, как по-
казано в [12], результаты исследования трехмерной постановки каче-
ственно отличаются от соответствующих аналогов для плоской зада-
чи, что особенно важно при моделировании реальных физических 
задач, включая высокоскоростное движение железнодорожного 
транспорта. Настоящая работа расширяет подход, рассмотренный в 
[12], для случая нестационарной трехмерной задачи в рамках резо-
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нансного режима, когда скорость перемещения нагрузки вдоль по-
верхности совпадает со скоростью поверхностной волны Рэлея. В со-
ответствии с формулировкой асимптотической модели [13] решение 
на поверхности описывается двумерным гиперболическим уравнени-
ем. Затем решение, затухающее вглубь полупространства, определя-
ется как решение задачи Дирихле для псевдостатического эллиптиче-
ского уравнения. Найденные приближенные решения выражены в 
терминах элементарных функций, что существенно упрощает их 
дальнейший анализ. Полученные результаты могут найти интересные 
приложения, в том числе при моделировании движения трещин [14]. 

Асимптотическая модель для волны Рэлея в случае упругого 
полупространства. Приведем краткое описание асимптотической 
модели для волны Рэлея [13]. Рассмотрим упругую полуплоскость 

,   ,   0x y z           , в случае нормальной нагрузки 
на поверхности  

 0 0 00,         0,         ( , , ).xz z yz z zz z P x y t           (1) 

Описываемая приближенная формулировка для волны Рэлея 
включает в себя псевдостатические эллиптические уравнения, учи-
тывающие условия затухания,  
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поперечной волн и волны Рэлея, соответственно, а также уравнение 
мембранного типа на поверхности z = 0  
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При этом поле перемещений выражается в терминах введенных 
потенциалов [15] как 

 1 2 1 2,     ,     x y zu u u
x z y z z x y

      
      
      

.  (5) 

Нестационарная задача о подвижной нагрузке для упругого 
полупространства. Рассмотрим задачу о движении с постоянной 
скоростью импульсной подвижной нагрузки по поверхности z = 0.  
Ограничимся здесь исследованием резонансного случая, когда ско-
рость движения нагрузки совпадает со скоростью волны Рэлея. В слу-
чае движения вдоль оси Ox функция ( , , )P x y t  имеет вид (рис. 1) 

 0( , , ) ( ) ( )RP x y t P x c t y    . (6) 

 

Рис. 1. Схема постановки задачи 

Следовательно, уравнение (3) принимает вид 
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Решение уравнения (7) по аналогии с решением в [3] может быть 
записано через свертку с соответствующим фундаментальным реше-
нием:  
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Переходя в подвижную систему координат  , ,y  получим 
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Интегрируя (9) при условии 
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Найденное решение представляет интерес в первую очередь для 
исследования развития резонансных явлений во времени. При t    
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т. е. значение потенциала растет по времени как  O t , что отличает 

полученное трехмерное решение от соответствующего решения 
плоской задачи, характеризующейся линейным ростом.  

Используя значение потенциала на поверхности z = 0, восстано-
вим его значение вглубь полупространства. По аналогии с [12] можно 
рассматривать параметрическую зависимость от переменной y, и та-
ким образом, рассматривать задачу Дирихле вида 
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Применяя формулу Пуассона, получим 
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где   2 2 21 ,    ( 1, 2)
m
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Интеграл (13) может быть записан в терминах элементарных 
функций:  
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Потенциалы  ,    1, 2m m   могут быть восстановлены с ис-

пользованием соотношений (4). Затем, используя (5), можно найти 
выражения для компонент перемещения. Рассмотрим подробно вер-
тикальное перемещение zu . Из (4) и (5) получим  
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где функция  1, , ,t x y k z  определена в (14).  

На графиках (рис. 2–4) проиллюстрированы полученные ре-
зультаты. При их построении были использованы следующие зна-
чения упругих параметров материала: 1 5970c   м/с, 2 3763c   м/с, 

3409Rс   м/с, что соответствует SiO2 [16].  
 

Рис. 2. Зависимость потенциала   от подвижной координаты   ( 1,  10)y t   
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На рис. 2 показана зависимость масштабированного потенциала 

 
0

, , ,Rc
y z t

AP


      от подвижной координаты   для нескольких 

фиксированных значений глубины z. Кривые на рис. 2 демонстриру-
ют затухание по мере удаления от поверхности, а также резонанс под 
нагрузкой при 0z  . Очевидно, что на поверхности при 0z   об-
ласть возмущения находится строго за нагрузкой  0  , что не 

наблюдалось в соответствующей плоской задаче. При удалении от 
поверхности зона динамических возмущений начинает распростра-
няться перед движущейся нагрузкой. 

Рис. 3. Рост потенциала   по времени в зависимости  

от подвижной координаты ( 1,  1)y z   
 

Рис. 4. Затухание перемещения zu  в зависимости  

от подвижной координаты ( 1,  10)y t     
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Интерес представляет исследование решения при больших вре-
менах. Понятно, что в данной задаче установление стационарного 
режима невозможно. Иллюстрации роста по времени потенциала   в 
зависимости от подвижной координаты   приведены на рис. 3.  

 

В завершение проиллюстрируем затухание масштабированного 

вертикального перемещения  
0

, , ,R
z z

c
u u y z t

AP


    в зависимости от 

подвижной координаты   при удалении от поверхности (см. рис. 4). 
Заключение. На основе приближений трехмерных динамических 

уравнений теории упругости решена нестационарная задача о по-
движной нагрузке для упругого полупространства. Использование 
асимптотической модели для волны Рэлея позволило получить выра-
жения для компонент ближнего поля напряженно-деформированного 
состояния в виде элементарных функций. Полученные результаты 
могут быть распространены на дорезонансный и сверхрезонансный 
режимы подвижной нагрузки, а также на случай движения распреде-
ленной нагрузки [10, 17].  
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гранта Президента РФ МК-3150.2012.8. Авторы выражают благо-
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