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Математическое моделирование полета основано на традиционных подходах, 
используемых для пассажирских дозвуковых самолетов. Оптимизация участка 
полета разгона – набора высоты, проводится при рассмотрении нескольких кри-
териев оптимизации. При моделировании полета используется встроенная модель 
двухконтурного турбореактивного двигателя, позволяющая рассчитать характе-
ристики силовой установки при любых режимах полета. 

Ключевые слова: моделирование полета, моделирование ГТД, оптимизация про-
граммы полета пассажирских самолетов.  

Введение. Вопросы оптимизации полета пассажирских самоле-
тов не теряют актуальности уже несколько десятилетий. Этой про-
блеме посвящены многие работы отечественных и зарубежных авто-
ров [1–12]. 

В настоящей работе использованы традиционные подходы при 
моделировании полета дозвукового самолета в вертикальной плоско-
сти [1], [2]. Алгоритм расчета отражает особенности отдельных участ-
ков полета: взлет, первичный набор высоты, основной набор высоты и 
т. д. Для каждого участка в соответствии с тем, как принято на прак-
тике, составлена своя система дифференциальных уравнений движе-
ния ЛА (описывающих только движение центра масс без учета урав-
нений моментов), характерная для заданного режима полета. Система 
дифференциальных уравнений решается численным методом пре-
диктор-корректор (метод Адамса), первые шаги в котором осуществ-
ляются по методу Рунге – Кутты четвертого порядка. 

В уравнениях движения не пренебрегаем углами атаки (хотя это 
упрощение широко применяется при моделировании полета граж-
данских самолетов). Данные по аэродинамике (поляры с указанием 
углов атаки) представлены в табличном виде. Промежуточные значе-
ния рассчитываются путем линейной интерполяции. Расчет характе-
ристик двигателей проводится в отдельной подпрограмме, которая 
вызывается внутри подпрограммы численного метода решения си-
стемы дифференциальных уравнений, т. е. модель двигателя встроена 
в программу, моделирующую полет пассажирского дозвукового са-
молета. Интерполяция заранее рассчитанных характеристик в поле 
допустимых режимов полета не применяется, что является особенно-
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стью представляемой работы. Модель двигателя соответствует пер-
вому уровню, описанному в [3]. Характеристики узлов двигателя да-
ны в виде математических моделей нулевого уровня (обобщенные 
аппроксимационные зависимости). При необходимости решения си-
стемы алгебраических нелинейных уравнений (в модуле расчета ха-
рактеристик двигателя) используется модифицированный метод 
Ньютона. Переходные режимы работы двигателя не моделируются. 
Термодинамические свойства рабочего тела определяются в соответ-
ствии с алгоритмами, изложенными в [3], [4]. 

Постановка задачи. Оптимизация программы полета на участке 
разгона – набора высоты ( ( ))Н f V  проводится с использованием 
следующих критериев эффективности:  

 минимум потерянной дальности пот ;L  

 минимум времени t , затраченного на набор высоты;  
 минимум топлива тm , израсходованного на этом участке полета.  

Указанные критерии являются функционалами в задаче вариаци-
онного исчисления 
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Решение вариационной задачи сводится к минимизации в каждой 
расчетной точке программы полета на участке основного набора высо-
ты (с 450 м, где считаем, что перестройка конфигурации крыла с взлет-
ной на крейсерскую уже произведена и двигатели выведены на номи-
нальный режим работы, до высоты 10 600 м и Мп = 0,8) таких локаль-
ных критериев эффективности, как функции Флорова [1], [2] вида 
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Эти функции есть не что иное, как производные соответствующих 
интегральных критериев оптимизации по энергетической высоте: 

пот
1 ,

e

dL
F

dH
  пот

1
e

dL
F

dH
  и 3 .

e

dm
F

dH
  Значения энергетической высоты 

начала и конца исследуемого участка полета строго фиксированы. 
Таким образом, выбор оптимальных значений H  и V  при каж-

дом значении энергетической высоты (аргумент в системе ДУ дви-
жения) определяется по условию минимизации производных соот-
ветствующих критериев эффективности по энергетической высоте 
при следующих ограничениях: 1 1,k k k kH H V V   . 

Для моделирования выбраны параметры самолета, характерные 
для средне- и дальнемагистральных самолетов (высокое аэродинами-
ческое качество – 20…23 в крейсерском полете; двигатели повышен-
ной степени двухконтурности – около 5 в крейсерском полете; доста-
точно большая взлетная масса – 140 т). Дифференциальные уравне-
ния на исследуемом участке полета расписаны по аргументу энерге-
тическая высота (см. ниже). Ядром алгоритма оптимизации является 
следующая расчетная схема: основной набор высоты при заданной 
программе полета. 

Уравнения движения в этом случае записываются по переменной – 
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где cm  – масса самолета; V  – скорость полета; tG  – расход топлива 

одного двигателя; 1  – угол установки двигателя в горизонтальной 

плоскости относительно оси фюзеляжа; 0  – угол установки двига-

теля в вертикальной плоскости относительно хорды крыла;   – угол 
атаки;   – траекторный угол; L  – дальность полета; t  – время поле-
та; i  – число двигателей; 9,81g   м/c – ускорение свободного паде-

ния; 
2
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  – сила аэродинамического сопротивления; 
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  – подъемная сила; R  – тяга одного двигателя. 
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Тяга двигателя и расход топлива определяются заданным режи-
мом работы двигателя (номинальный режим при наборе высоты в ос-
новном полете, т. е. 0,95 от оборотов ротора высокого давления на 
максимальном режиме) и условиями полета (высотой и скоростью). 

Расчет ведется при следующих допущениях: 
 между отдельными точками программы полета ( )H f V  

предполагается постоянство производной 
sink k

e ek x

HdH

dH H n

 
  


 

const,  где продольная перегрузка xn  определяется по формуле 
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 между заданными точками программы полета предполага-
ется постоянство траекторного угла constk  . 

Тогда из уравнения 0cos sin( )
0,c

c

Y m g Rid

dt m V

   
   выпол-

няющегося между заданными точками программы полета, имеем 

0cos sin( ) 0,c kY m g Ri        откуда численно можно опреде-

лить k  и   (применяется метод дихотомии). 
Результаты расчетов. На рис. 1 приведены полученные про-

граммы полета при трех различных критериях эффективности. Не-
гладкий характер протекания зависимостей ( ),Н f V  видимо, объ-
ясняется наличием вышеуказанных ограничений, а также очень поло-
гими экстремумами критериев оптимизации (изменение критерия 
эффективности при заданном значении энергетической высоты соиз-
меримо с точностью определения характеристик двигателя).  

Рис. 1. Программы полета, полученные при использовании трех различных 
критериев эффективности 
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Для косвенной оценки правильности полученных результатов 
были проведены расчеты для пяти произвольно выбранных программ 
полета, представленных на рис. 2. 

 

Рис. 2. Различные программы полета на участке основного набора высоты 

На рис. 3 представлены значения функции Флорова пот
1

e

dL
F

dH
  

для выбранных пяти программ полета. Оптимальная программа по-
лета дает огибающую полученному семейству кривых. 

 

Рис. 3. Сравнение значений производных потерянной дальности  
по энергетической высоте для различных программ полета 

Аналогичную картину дает сравнение функций Флорова 
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 для различных программ полета, представлен-

ных на рис. 4 и 5. 
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Рис. 4. Сравнение значений производных времени по энергетической высоте 
для различных программ полета 

 

Рис. 5. Сравнение значений производных массы топлива по энергетической 
высоте для различных программ полета 

Результаты оптимизации потерянной дальности, расхода топлива 
и времени набора высоты представлены на рис. 6–8. Под № 6 про-
грамма полета, соответствующая минимуму потерянной дальности 
(см. рис. 6), под № 7 программа полета, соответствующая минимуму 
расхода топлива (см. рис. 7), под № 8 программа полета, соответствую-
щая минимуму времени, затраченному на набор высоты (см. рис. 8). 

Следует отметить, что абсолютные значения полученных выиг-
рышей несущественны. 

На рис. 9 представлены соответствующие траектории полета 
( ( ))Н f L . 
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Рис. 6. Результат оптимизации потерянной дальности 

 

Рис. 7. Результат оптимизации расхода топлива 

 

Рис. 8. Результат оптимизации времени набора высоты 
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Рис. 9. Траектории полета на участке основного набора высоты 

Изменение потребных углов атаки и соответствующих значений 
аэродинамического качества для рассмотренных программ полета 
представлены на рис. 10 и 11 соответственно. 

 

Рис. 10. Изменение углов атаки для различных программ полета 

Выводы. Результаты оптимизации по различным критериям эф-
фективности достаточно близки. 

Абсолютные значения получаемых выигрышей по любому из 
рассмотренных критериев эффективности незначительны. В связи с 
этим следует говорить не об оптимальных программах полета, а о 
предпочтительном коридоре, в котором должна содержаться реали-
зуемая программа полета. 
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Рис. 11. Изменение аэродинамического качества для различных программ 
полета 

Оптимальные программы полета близки к линии постоянного 
скоростного напора (см. рис. 1), что соответствует приблизительному 
постоянству приборной скорости при наборе высоты. Наибольшее 
отклонение программы полета при постоянном скоростном напоре от 
оптимального (более резкий набор высоты при меньших скоростях) 
наблюдается в области небольших высот полета – до 3 500–4 000 м, 
что может оказаться целесообразным с точки зрения снижения шума 
пролетающего самолета над населенными пунктами. 
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