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Математическое моделирование температурного состояния
пространственных стержневых конструкций.

Нестационарные и нелинейные задачи

c○ И.В. Станкевич
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Рассмотрены особенности построения основных матричных соотношений
в рамках конечно-элементной технологии решения нестационарных и нелинейных
температурных задач применительно к стержневым конструкциям, имеющим
сложное пространственное оформление. На основе данной технологии разра-
ботан комплекс прикладных программ, который позволяет решать широкий
класс задач научного и прикладного характера; исследовать особенности влияния
различных конструктивных, технологических и эксплуатационных факторов
на температурное состояние стержневых конструкций. В качестве примера
применения конечно-элементной технологии и возможностей созданного комплекса
прикладных программ представлено решение нестационарной температурной
задачи для стержневой конструкции.
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Введение. Сложные пространственные стержневые конструкции
могут находиться под воздействием изменяющихся во времени тепло-
вых потоков. В этой ситуации для определения температурного поля
рассматриваемой стержневой конструкции необходимо решать неста-
ционарную температурную задачу. Кроме того, параметры, характе-
ризующие теплофизические свойства материалов элементов стержне-
вой конструкции и граничные условия теплообмена, могут зависеть от
температуры, что делает температурную задачу нелинейной. Для ре-
шения нелинейных нестационарных задач теплопроводности, описы-
вающих распределение температуры в пространственных стержневых
конструкциях, так же как и при решении линейных стационарных за-
дач теплопроводности, перспективным является применение конечно-
элементной технологии [1, 2]. В рамках данной работы рассмотрены
особенности построения конечно-элементной технологии для опреде-
ления нестационарного температурного состояния стержневых конст-
рукций со сложным пространственным оформлением с учетом зави-
симости теплофизических свойств и параметров граничных условий
от температуры.

1



И.В. Станкевич

Постановка нестационарной задачи теплопроводности. Рас-
смотрим простейшую стержневую конструкцию, представляющую
собой однородный изотропный криволинейный стержень ([1], рис. 1).
Введем одномерную пространственную криволинейную систему ко-
ординат 𝑂′h, у которой координата h отсчитывается вдоль оси стержня.
Запишем вариант начально-краевой задачи теплопроводности, но
с учетом предположения о том, что в поперечных сечениях стерж-
ня отсутствуют градиенты температуры. Имеем

𝑐r
𝜕𝑇

𝜕t
(h, t) = l (𝑇 (h, t),h),h + 𝑞𝑉 (h), (h, t) ∈ (h1, h2) × (0, 𝑡] ; (1)

𝑇 (h, 0) = 𝑇0 (h), h ∈ [h1, h2] ; (2)

l𝑇 (h, t),h|h=h1 = 𝑞𝑊 , t > 0; (3)

l𝑇 (h, t),h|h=h2 = a𝑊 (𝑇𝑓 − 𝑇 (h, t))|h=h2 , t > 0, (4)

где 𝑐, r, l — удельная теплоемкость, плотность и коэффициент теплоп-
роводности материала стержня соответственно; t — время; 𝑇 (h, t) —
температура стержня; 𝑞𝑉 (h) — мощность внутренних источников (сто-
ков) теплоты; 𝑇0 (h) — начальная температура стержня (предполагает-
ся, что начальное и граничные условия согласованы); 𝑞𝑊 — численное
значение плотности теплового потока на поверхности 𝑆2, в данном
случае принято, что 𝑞𝑊 > 0, если теплота отводится от поверхности
𝑆2 стержня

(︀
𝑇 (h, t),h|h=h1 > 0 ∀t > 0

)︀
; h1, h2 — координаты торцевых

поверхностей 𝑆2 и 𝑆3 стержня соответственно (h1 < h2); a𝑊 и 𝑇𝑓 —
коэффициент теплоотдачи и температура внешней среды вблизи по-
верхности 𝑆3 соответственно.

Матричные соотношения МКЭ. При решении нестационар-
ных задач теплопроводности конечно-элементную дискретизацию по
пространству целесообразно выполнять на основе метода взвешен-
ных невязок в форме Галëркина [2]. Каждому узлу 𝑝 (в глобальной
нумерации [1, 2]) поставим в соответствие финитную функцию 𝑁𝑝

(𝑝 = 1, 𝑘𝑈 , 𝑘𝑈 — глобальное число узлов сетки конечно-элементной
модели). Носителями функций 𝑁𝑝 являются объединения областей
𝑉 (𝑒) тех конечных элементов (𝑒), которые содержат данный узел 𝑝.
Кроме того, предположим что функции 𝑁𝑝 линейно независимы. То-
гда температуру и ее производные по координате h и времени t на
компакте 𝐺̄ℎ можно интерполировать с помощью следующих соотно-
шений

𝑇 = [𝑁 ] {𝑇} ; (5)

𝑇 ,h = [𝑁,h] {𝑇} ; (6)

˙̃𝑇 = [𝑁 ]
{︁
𝑇̇
}︁
. (7)
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Здесь 𝑇 , 𝑇 ,h,
˙̃𝑇 — интерполированные значения температуры, ее про-

изводных по криволинейной координате h и времени t соответствен-
но; [𝑁 ] — матрица-строка, составленная из финитных функций 𝑁𝑝 (h)(︀
𝑝 = 1, 𝑘𝑈

)︀
; {𝑇} — вектор-столбец, составленный из узловых значе-

ний температуры 𝑇𝑝

(︀
𝑝 = 1, 𝑘𝑈

)︀
;
{︁
𝑇̇
}︁

— вектор-столбец, составлен-

ный из узловых значений производных температуры по времени 𝑇̇𝑝(︀
𝑝 = 1, 𝑘𝑈

)︀
.

Перенесем все члены уравнения (1) в правую часть, подставим
в нее интерполированные значения температуры, ее производных
и рассмотрим невязку

𝑅 = l
(︁
𝑇 ,h

)︁
,h + 𝑞𝑉 − 𝑐r ˙̃𝑇.

Теперь в соответствии с методом Галëркина умножим невязку 𝑅
последовательно на функции 𝑁𝑝

(︀
𝑝 = 1, 𝑘𝑈

)︀
, проинтегрируем по об-

ласти 𝐺ℎ и результат приравняем нулю, получим∫︁
𝐺ℎ

𝑅𝑁𝑝𝑑𝑣 =

∫︁
𝐺ℎ

[︁
l
(︁
𝑇 ,h

)︁
,h + 𝑞𝑉 − 𝑐r ˙̃𝑇

]︁
𝑁𝑝(h)𝑑𝑣 = 0, 𝑝 = 1, 𝑘𝑈 .

(8)
С учетом соотношений (5)–(7) выражение (8) представляет собой

систему дифференциальных уравнений первого порядка относительно
узловых значений температуры (как функций времени). Для ее реше-
ния необходимо добавить начальное условие (2), записанное в соот-
ветствующем виде.

Перепишем выражение (8) в виде∫︁
𝐺ℎ

[︁
l
(︁
𝑇 ,h

)︁
,h + 𝑞𝑉

]︁
𝑁𝑝𝑑𝑣 −

∫︁
𝐺ℎ

𝑐r ˙̃𝑇𝑁𝑝𝑑𝑣 = 0, 𝑝 = 1, 𝑘𝑈 . (9)

С учетом выражения (7) второй интеграл в формуле (9) представим
следующим образом:∫︁

𝐺ℎ

𝑐r ˙̃𝑇𝑁𝑝𝑑𝑣 =

∫︁
𝐺ℎ

𝑐r [𝑁 ]𝑁𝑝𝑑𝑣
{︁
𝑇̇
}︁

=

=

∫︁
𝐺ℎ

𝑐r [𝑁1𝑁𝑝 𝑁2𝑁𝑝 . . . 𝑁𝑘𝑈𝑁𝑝] 𝑑𝑣
{︁
𝑇̇
}︁
, 𝑝 = 1, 𝑘𝑈 . (10)

Рассмотрим глобальную матрицу теплоемкости [𝐶], которую на
основании выражения (10) можно записать в виде

[𝐶] =

∫︁
𝐺ℎ

𝑐r [𝑁 ]т [𝑁 ] 𝑑𝑣. (11)

Выражение (11) для вычислений и формирования системы линейных
алгебраических уравнений является крайне неудобным. Интегрирова-
ние следует проводить по объемам конечных элементов, используя
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нормированную локальную систему координат 𝑂′′x, а результат сум-
мировать. Для этого вместо глобальной матрицы-строки [𝑁 ] исполь-

зуем локальные матрицы-строки
[︁
𝑁

(𝑒)
𝑉

]︁
, что позволит формирование

глобальной матрицы теплоемкости выполнить по формуле

[𝐶] =

𝑘𝑉∑︁
𝑒=1

[︁
𝑎
(𝑒)
𝑉

]︁т
(︂∫︁

𝑉 (𝑒)

𝑐(𝑒)r(𝑒)
[︁
𝑁

(𝑒)
𝑉

]︁т [︁
𝑁

(𝑒)
𝑉

]︁
𝑑𝑣

)︂[︁
𝑎
(𝑒)
𝑉

]︁
. (12)

Здесь
[︁
𝑎
(𝑒)
𝑉

]︁
— матрица геометрических связей объемного конечного

элемента с идентификационной меткой (𝑒) [1, 2].
Обозначим интегралы, входящие в выражения (12), следующим

образом: [︀
𝐼(𝑒)𝑐r

]︀
=

∫︁
𝑉 (𝑒)

𝑐(𝑒)r(𝑒)
[︁
𝑁

(𝑒)
𝑉

]︁т [︁
𝑁

(𝑒)
𝑉

]︁
𝑑𝑣, (13)

где элемент объема

𝑑𝑣 = 𝐴(𝑒) (x) 𝑑h = 𝐴(𝑒) (x)

⎯⎸⎸⎷ 3∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖,x)
2𝑑x.

Здесь 𝐴(𝑒) (x) — площадь поперечного сечения конечного элемента (𝑒),
а производные 𝑥𝑖,x, 𝑖 = 1, 3, определяются формулами (19), которые
приведены в работе [1].

Площадь поперечного сечения 𝐴(𝑒) (x) можно аппроксимировать
с помощью функций формы:

𝐴(𝑒)(x) =
[︁
𝑁

(𝑒)
𝑉

]︁ {︀
𝐴(𝑒)

}︀
, (14)

где
{︀
𝐴(𝑒)

}︀
— вектор, составленный из площадей поперечных сечений

𝐴
(𝑒)
𝑘 (𝑘 = 1, 𝑝(𝑒), отнесенных к узлам элемента (𝑒); 𝑝(𝑒) — число узлов

конечного элемента).
Если материал стержня неоднородный, аналогично можно пред-

ставить удельную теплоемкость 𝑐(𝑒)(x) и плотность r(𝑒)(x) материала
стержня в пределах конечного элемента (𝑒):

𝑐(𝑒)(x) =
[︁
𝑁

(𝑒)
𝑉

]︁ {︀
𝑐(𝑒)

}︀
; (15)

r(𝑒)(x) =
[︁
𝑁

(𝑒)
𝑉

]︁ {︀
r(𝑒)

}︀
. (16)

Здесь
{︀
𝑐(𝑒)

}︀
и
{︀
r(𝑒)

}︀
— векторы, составленные из значений удельной

теплоемкости 𝑐
(𝑒)
𝑘 и плотности r(𝑒)𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑝(𝑒), соответственно, отне-

сенные к узлам 𝑘 = 1, 𝑝(𝑒) элемента (𝑒) (𝑝(𝑒) — число узлов конечного
элемента).
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Квадратурная формула для вычисления интегралов (13) по объему
конечного элемента (𝑒) с учетом соотношений (14)–(16) принимает
вид

[︀
𝐼(𝑒)𝑐r

]︀
=

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑐(𝑒)(x) r(𝑒)(x)𝐴(𝑒)(x)
[︁
𝑁

(𝑒)
𝑉

]︁т [︁
𝑁

(𝑒)
𝑉

]︁⎯⎸⎸⎷ 3∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖,x)
2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
x=x𝑙

𝐻𝑙,

где 𝑛 — число гауссовых точек; 𝑙 — номер гауссовой точки; x𝑙 — ло-
кальная координата гауссовой точки; 𝐻𝑙 — весовой коэффициент квад-
ратурной формулы.

Аналогично можно определить первый интеграл в формуле (9),
при преобразовании дивергентной части используют вторую форму-
лу Грина. В результате получены соотношения, полностью совпадаю-
щие с формулами (14) и (15), приведенными в работе [1]. Это подт-
верждает известное утверждение о том, что процедуры метода Ритца
и метода Галëркина при решении задач с самосопряженными и по-
ложительно определенными операторами приводят к одинаковым по
конструкции системам алгебраических уравнений [3].

Таким образом, нестационарная задача (1)–(5) после дискретиза-
ции по пространству сводится к решению задачи Коши для линейного
матричного дифференциального уравнения первого порядка

[𝐶]
{︁
𝑇̇
}︁

+ [𝐾] {𝑇} = {𝑅} (17)

с начальным условием

{𝑇}|t=0 = {𝑇0} , (18)

где {𝑇0} — проекция функции 𝑇0 (h) на узлы сетки конечно-элементной
модели.

Для ее решения существуют различные подходы [2–4], однако
наибольшее распространение получили два. Первый состоит в том,
что производную по времени в уравнении (17) заменяют каким-либо
конечно-разностным аналогом, а второй заключается в использовании
конечных элементов во временной области (метод Галëркина).

Разностный аналог задачи Коши. Рассмотрим основные этапы
построения разностного аналога задачи Коши (17), (18) в виде се-
мейства двухслойных разностных схем. В пределах временного шага
ℎt = t𝑛 − t𝑛−1 векторы узловых температур {𝑇} и правой части {𝑅}
представим в виде следующих линейных комбинаций:

{𝑇 (t)} = (1 − w) {𝑇}𝑛−1 + w {𝑇}𝑛 ; (19)

{𝑅(t)} = (1 − w) {𝑅}𝑛−1 + w {𝑅}𝑛 , (20)

где t ∈ [t𝑛−1,t𝑛] ⊂ [0, 𝑡]; w — весовой множитель, w ∈ [0,1]. Здесь
и далее векторы {𝑇}𝑛−1, {𝑅}𝑛−1 и {𝑇}𝑛, {𝑅}𝑛 отнесены к моментам
времени t = t𝑛−1 и t = t𝑛 соответственно.
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Разностную аппроксимацию производной по времени можно пред-
ставить следующим образом:{︁

𝑇̇
}︁

=
𝜕 {𝑇}
𝜕t

≈
{𝑇}𝑛 − {𝑇}𝑛−1

ℎt
. (21)

Полагая, что коэффициенты в уравнении (17) постоянны на от-
резке [t𝑛−1, t𝑛], и подставляя выражения (19), (20) и (21) в формулу
(17), после очевидных преобразований получаем общее выражение
для двухслойной схемы с весами:

([𝐶] + ℎtw [𝐾]) {𝑇}𝑛 =

= ([𝐶] + ℎt(w− 1) [𝐾]) {𝑇}𝑛−1 + ℎt
(︀
(1 − w) {𝑅}𝑛−1 + w {𝑅}𝑛

)︀
.

Как известно, фиксированное численное значение параметра w оп-
ределяет тип конкретной разностной схемы [4], например: w = 0 —
схема с разностью вперед; w = 1/2 — схема Кранка — Николсона;
w = 2/3 — схема Галëркина; w = 1 — схема с разностью назад. Во-
обще говоря, параметр w может принимать любые численные значе-
ния из отрезка [0, 1]. Схема Кранка — Николсона имеет определенные
преимущества перед остальными схемами, поскольку аппроксимирует
уравнение (17) по переменной t с порядком 𝑂(ℎ2

t), а остальные ука-
занные схемы имеют более низкий порядок аппроксимации — 𝑂(ℎt).
Кроме двухслойных схем существуют и используются трехслойные
схемы, построение которых можно найти в работах [2, 4].

Решение нелинейных задач теплопроводности. Нелинейность
в задачах теплопроводности возникает, когда коэффициенты в уравне-
нии (1) и граничных условиях (3) и (4) зависят от искомой температу-
ры, например l (𝑇 ), 𝑐 (𝑇 ), r (𝑇 ), 𝑞𝑉 (h, 𝑇 ), 𝑞𝑊 (𝑇 ) и a𝑊 (𝑇 ). Предполо-
жим, что все эти функции являются измеримыми и ограниченными и,
кроме того, имеют ограниченные производные по температуре 𝑇 . То-
гда, если не применяются линеаризующие процедуры, на каждом шаге
по времени необходимо решать систему нелинейных алгебраических
уравнений с помощью итерационных методов [4, 5]. Во избежание
этого применяют схемы типа предиктор — корректор [6], для которых
на каждом временном шаге требуется решать две системы линейных
алгебраических уравнений. Существенными недостатками использо-
вания схем предиктор — корректор являются: общее усложнение алго-
ритма решения и дополнительные затраты оперативной памяти. Эти
трудности можно исключить, если начально-краевую задачу в каждый
момент времени решать методом простых итераций с явным заданием
скорректированных значений коэффициентов уравнения теплопровод-
ности и граничных условий, применяя метод Галëркина для постро-
ения матричных соотношений МКЭ. Таким образом, в каждой точ-
ке временного отрезка решение нелинейной начально-краевой задачи
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заменяют последовательностью решений подобных линейных крае-
вых задач, различающихся численными значениями коэффициентов
уравнения теплопроводности и граничных условий. При этом перед
проведением очередной итерации численные значения коэффициен-
тов определяют в явном виде по полученному на предыдущей итера-
ции решению.

Применение итераций при решении нелинейных уравнений эллип-
тического и параболического типов является известным и достаточно
широко используемым методом [6–12]. Наиболее полные результаты
получены для эллиптических уравнений. Особую проблему при ис-
пользовании итерационного решения составляет сходимость. При ана-
лизе сходимости, как правило, рассматривают обобщенное решение в
подходящем функциональном классе, а в отдельных случаях анализ
проводят на конечномерных подпространствах. Для параболических
уравнений характерно рассмотрение сходимости итераций на конеч-
номерных подпространствах, построенных либо с помощью метода
Галëркина, либо некоторым разностным методом. Одним из подходов
к анализу сходимости последовательных приближений (итераций) яв-
ляется следующий: пусть исходный нелинейный дифференциальный
оператор удовлетворяет двум неравенствам, одно из которых является
некоторым вариантом условия монотонности, а второе — ограничен-
ной нелинейности в некоторой области; тогда дискретный аналог с
помощью процедур какого-либо разностного метода строят так, что-
бы сохранились эти два свойства. После этого теоретические иссле-
дования сходимости итераций в рамках дискретного аналога прово-
дят в соответствии с некоторыми основными положениями теории
монотонных операторов [11–14]. Кроме того, при анализе сходимо-
сти итераций как на дифференциальном уровне, так и на конечномер-
ных подпространствах, если это возможно, используют дифференци-
альные свойства нелинейных операторов — дифференцируемость по
Фреше или, в крайнем случае, по Гато.

Итерационное решение нелинейных задач теплопроводности мож-
но применять в том случае, когда коэффициенты уравнения (1) и гра-
ничных условий (3) и (4) имеют более сложный функциональный
вид, например зависят от криволинейной координаты h и времени t:
l (h, 𝑇 ), 𝑐 (h, 𝑇 ), r (h, 𝑇 ), 𝑞𝑉 (h, t, 𝑇 ), 𝑞𝑊 (h, t, 𝑇 ) и a𝑊 (h, t, 𝑇 ).

Температурное состояние многокомпонентных стержневых
конструкций. Конечно-элементная технология решения темпера-
турных задач позволяет рассматривать сложные многокомпонентные
стержневые конструкции, у которых стержни конструктивно пред-
ставляют собой многослойные криволинейные брусья (рис. 1). Пред-
полагается, что в поперечных сечениях стержней отсутствуют гради-
енты температуры.
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Рис. 1. К расчету температурного состояния
многослойных стержневых конструкций

В этом случае каждый слой стержня описывается своей совокуп-
ностью конечных элементов, имеющих общую глобальную нумера-
цию. На рис. 1 в качестве примера показана часть стержня, состоя-
щего из четырех слоев. Каждый слой аппроксимируем квадратичным
конечным элементом с глобальными номерами узлов 𝑝, 𝑞 и 𝑟, которые
имеют свои индивидуальные значения площадей поперечных сече-
ний и теплофизических характеристик, присущих рассматриваемому
слою. Такой подход позволяет учесть теплофизические и геометриче-
ские особенности каждого слоя стержня.
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Примеры расчета температурного состояния стержневых конст-
рукций. Изложенная выше методика математического моделирования
нестационарного температурного состояния стержневых конструкций
реализована в виде комплекса прикладных программ, который при-
менялся для исследования ряда конструкций. При этом была учтена
возможность зависимости теплофизических свойств и параметров, ха-
рактеризующих граничные условия второго и третьего рода, от тем-
пературы.

На рис. 2 показана исследуемая стержневая конструкция. В ка-
честве конечных элементов выбраны квадратичные трехузловые эле-
менты. Кроме того, на рис. 2 приведена глобальная нумерация узлов
соответствующей конечно-элементной модели. Конвективный тепло-
обмен осуществлялся на боковых поверхностях двух конечных эле-
ментов 𝑒1 и 𝑒2: 𝑒1 — узлы 24, 25, 26; 𝑒2 — узлы 11, 12, 13. В зоне 𝑒1
𝑇𝑓 = 900 K и a𝑊 = 135 Вт/(м2 · K), а в зоне 𝑒2 𝑇𝑓 = 500 K и
a𝑊 = 60 Вт/(м2 · K). Начальная температура принята равной 300 K.
Результаты расчетов представлены на рис. 3–5. Как следует из ри-
сунков, стержневая конструкция имеет неравномерное распределение
температуры. Заметно интенсивнее нагрев осуществляется в зоне узла
25, менее нагретыми являются удаленные участки (зоны узлов 3, 9).
Кроме того, усиливается влияние зоны наиболее интенсивного наг-
рева на зону менее интенсивного нагрева. На рис. 5 представлены
температурные поля в фиксированные моменты времени, показыва-
ющие кинетику роста общего температурного состояния стержневой
системы.

Рис. 2. Глобальная нумерация узлов конечно-элементной модели
стержневой конструкции
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Рис. 3. Изменение температуры узлов конечно-элементной модели: 25 (1), 31 (2),
12 (3), 15 (4)

Рис. 4. Изменение температуры узлов конечно-элементной модели: 20 (1), 18 (2),
5 (3), 3 (4), 9 (5)

Выводы. Рассмотрены особенности построения конечно-элемент-
ной технологии решения нестационарных и нелинейных температур-
ных задач применительно к пространственным стержневым конструк-
циям, имеющим сложное геометрическое оформление. На основе дан-
ной технологии разработан комплекс прикладных программ, который
позволяет решать широкий класс задач научного и прикладного харак-
тера, исследовать особенности влияния различных конструктивных,
технологических и эксплуатационных факторов на температурное со-
стояние стержневых конструкций.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президен-
та РФ для государственной поддержки ведущих научных школ (про-
ект НШ–255.2012.8).
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Рис. 5. Температурные поля стержневой конструкции в фиксированные моменты
времени: 500 с (а), 1 000 с (б), 3 600 с (в) (температура стержня — в кельвинах)
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