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Теорема типа Фрагмена — Линделефа для нелинейных
эллиптических уравнений высокого порядка
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В полуцилиндре 𝐻 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 0 < 𝑥𝑛 < ∞, 𝑥′ ∈ W ⊂ R𝑛−1}, где
𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = (𝑥′, 𝑥𝑛), W — ограниченная область с липшицевой границей,
рассмотрено равномерно-эллиптическое уравнение с измеримыми ограниченными
коэффициентами ∑︁

|a|=|b|=𝑚

𝐷a(𝑎ab(𝑥)|𝐷𝑚𝑢|𝑝−2𝐷b𝑢) = 0, 𝑝 > 1.

Получены интегральные оценки решения на бесконечности при условии выполнения
однородных условий Неймана на боковой части границы цилиндра.
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Впервые вопрос о поведении решения 𝑢(𝑥) линейного эллиптиче-
ского уравнения высокого порядка∑︁

|a|=2𝑚

𝑎a(𝑥)𝐷
a𝑢(𝑥) = 0

в цилиндре при заданных нулевых условиях Дирихле на боковой гра-
нице цилиндра был исследован П.Д. Лаксом [1]. Изучению поведе-
ния решений в неограниченных областях и их гладкости как для ли-
нейных, так и для нелинейных эллиптических уравнений посвящены
многие работы, например [2–7].

Рассмотрим уравнение∑︁
|a|=|b|=𝑚

𝐷a(𝑎ab(𝑥)|𝐷𝑚𝑢|𝑝−2𝐷b𝑢) = 0, 𝑝 > 1, (1)

где

𝐷a =
𝜕|a|

𝜕a1𝑥1, . . . , 𝜕a𝑛𝑥𝑛

; 𝐷𝑚 = {𝐷a : |a| = 𝑚};

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐻 ⊂ R𝑛; a, b — мультииндексы:

a = (a1, . . . , a𝑛), b = (b1, . . . , b𝑛), a𝑖 > 0, b𝑖 > 0,

𝑖 = 1, . . . , 𝑛, |a| = a1 + . . .+ a𝑛, |b| = b1 + . . .+ b𝑛.
Предположим, что коэффициенты 𝑎ab(𝑥) — действительные огра-

ниченные измеримые функции такие, что ∀𝑥 ∈ 𝐻 и ∀x ∈ R𝑁 , где 𝑁 —
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число мультииндексов порядка 𝑚 длины 𝑛, выполнены неравенства

n|x|𝑝 6
∑︁

|a|=|b|=𝑚

𝑎ab(𝑥)|x|𝑝−2xaxb 6 m|x|𝑝, n > 0, m > 0.

Введем некоторые обозначения и дадим определение обобщенного
решения уравнения (1).

Через 𝑊𝑚, 𝑝
𝑙𝑜𝑐 (𝐻) обозначим пространство функций, принадлежа-

щих классу 𝑊𝑚, 𝑝(𝐻 ∩ {|𝑥| > 𝑅}) ∀𝑅 > 0. Символ 𝑊𝑚, 𝑝
0 (𝐻,G1) —

пополнение по норме ‖·,𝑊𝑚, 𝑝(𝐻)‖ пространства функций из 𝐶∞(𝐻),
обращающихся в нуль в окрестности части границы G1 ⊆ 𝜕𝐻 и име-
ющих компактный носитель в области 𝐻 .

Определение. Функция 𝑢(𝑥) ∈ 𝑊𝑚, 𝑝
𝑙𝑜𝑐 (𝐻) называется обобщенным

решением уравнения (1), удовлетворяющим на части G границы 𝜕𝐻
области 𝐻 однородному условию Неймана, если ∀y ∈ 𝑊𝑚, 𝑝

0 (𝐻, 𝜕𝐻∖ G)
справедливо интегральное тождество∑︁

|a|=|b|=𝑚

∫︁
𝐻

𝑎ab(𝑥)|𝐷𝑚𝑢|𝑝−2𝐷b𝑢𝐷ay 𝑑𝑥 = 0.

Исследуем поведение обобщенного решения уравнения (1) в бес-
конечном полуцилиндре

𝐻 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 0 < 𝑥𝑛 < ∞, 𝑥′ ∈ W ⊂ R𝑛−1},
где 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑥′ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1), W — ограниченная область
с липшицевой границей.

Сформулируем основной результат настоящей работы.
Теорема 1. Пусть 𝑢(𝑥) ∈ 𝑊𝑚, 𝑝

𝑙𝑜𝑐 (𝐻) — обобщенное решение урав-
нения (1) в области 𝐻 , удовлетворяющее на боковой границе ци-
линдра G = 𝜕𝐻 ∩ {0 < 𝑥𝑛 < ∞} однородному условию Неймана.
Предположим, что существуют локально суммируемые обобщенные

производные 𝐷g𝑢 (|g| = 2𝑚 − 1, g1 + . . . + g𝑛−1 6 𝑚) и
𝜕𝑙𝑎ab(𝑥)

𝜕𝑥𝑛
𝑙

для

𝑙 6 𝑚− 1. Тогда, если∫︁
𝐻∩{𝑥𝑛<r}

|𝐷𝑚𝑢|𝑝 𝑑𝑥 = 𝑜(r), r→ ∞, (2)

то найдутся r0 > 0 и положительные постоянные 𝐶 и h такие, что
∀r > r0 выполняется условие∫︁

𝐻∩{𝑥𝑛>r}

|𝐷𝑚𝑢|𝑝 𝑑𝑥 6 𝐶𝑒−hr.

Теорема 1 является новой и для случая 𝑚 = 1.
Приведем теорему, вытекающую из результатов работы [6].
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Теорема 2. Пусть 𝑢(𝑥) ∈ 𝑊𝑚, 𝑝
𝑙𝑜𝑐 (𝐻) — обобщенное решение урав-

нения (1) в области 𝐻 , удовлетворяющее на боковой границе ци-
линдра G = 𝜕𝐻 ∩ {0 < 𝑥𝑛 < ∞} однородному условию Неймана,
и пусть ∫︁

𝐻

|𝐷𝑚𝑢|𝑝 𝑑𝑥 < ∞. (3)

Тогда существуют r0 > 0 и положительные постоянные 𝐶 и h такие,
что ∀r > r0 выполняется условие∫︁

𝐻∩{𝑥𝑛>r}

|𝐷𝑚𝑢|𝑝 𝑑𝑥 6 𝐶𝑒−hr.

Доказательство теоремы 1 проводится в несколько этапов. При-
ведем лемму, играющую важную роль в дальнейшем, доказательство
которой почти очевидно.

Лемма 1. Пусть 𝑢(𝑥) ∈ 𝑊𝑚, 𝑝
𝑙𝑜𝑐 (𝐻) — обобщенное решение уравне-

ния (1) в области 𝐻 , удовлетворяющее на боковой границе цилиндра
G = 𝜕𝐻 ∩ {0 < 𝑥𝑛 < ∞} однородному условию Неймана, и при
r→ ∞ выполнено условие (2) теоремы 1. Тогда существует последо-
вательность r𝑘 → ∞ такая, что∫︁

𝐻∩{𝑥𝑛=r𝑘}

|𝐷𝑚𝑢|𝑝 𝑑𝑥′ = 𝑜(1).

Доказательство леммы сводится к рассмотрению интеграла от
функции одной переменной

𝑓(𝑡) =

∫︁
𝐻∩{𝑥𝑛=𝑡}

|𝐷𝑚𝑢|𝑝 𝑑𝑥′

и проводится методом от противного.
Из теоремы 2 следует, что для решения 𝑢(𝑥) достаточно уста-

новить справедливость оценки (3). Ключевую роль при этом будет
играть аналог формулы Грина, вытекающий из определения обобщен-
ного решения.

Лемма 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1, кроме усло-
вия (2). Тогда для любой функции 𝑣(𝑥) ∈ 𝑊𝑚, 𝑝

𝑙𝑜𝑐 (𝐻) и равной нулю
при 𝑥𝑛 = 0 для почти всех r > 0 верна формула∑︁

|a|=|b|=𝑚

∫︁
𝐻∩{0<𝑥𝑛<r}

𝑎ab|𝐷𝑚𝑢|𝑝−2𝐷b𝑢𝐷a𝑣 𝑑𝑥 =

=
𝑚∑︁
𝑙=1

𝜕𝑙−1

𝜕𝑥𝑙−1
𝑛

∑︁
|a|=|b|=𝑚

∫︁
𝐻∩{𝑥𝑛=r}

𝑎ab|𝐷𝑚𝑢|𝑝−2𝐷b𝑢𝐷g𝑙𝑣 𝑑𝑥′,

(4)
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где g𝑙 = (a1, . . . , a𝑛−1,a𝑛 − 𝑙).
Лемма 3. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда∫︁

𝐻

|𝐷𝑚𝑢|𝑝 𝑑𝑥 < ∞. (5)

Доказательство леммы 3 основано на тщательном выборе пробных
функций в формуле Грина (4) и на использовании сформулированных
выше утверждений.

Таким образом, для получения утверждения теоремы 1 достаточ-
ным является справедливость условия (5). Действительно, удается по-
казать, что для любого целого 𝑘 > 0 выполнено неравенство∫︁

𝐻∩{𝑥𝑛>r+𝑘𝑎}

|𝐷𝑚𝑢|𝑝 𝑑𝑥 < 𝐶𝑘
1

∫︁
𝐻∩{𝑥𝑛>r}

|𝐷𝑚𝑢|𝑝 𝑑𝑥

с постоянной 0 < 𝐶1 < 1, не зависящей от 𝑘.
Замечание 1. Отметим, что в условии (2) теоремы 1 нельзя заме-

нить 𝑜(r) на 𝑂(r).
Замечание 2. Теорема 1 остается в силе, если задать на границе

однородные условия Дирихле.
Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Россий-

ского фонда фундаментальных исследований (проект 11-01-00989-а).
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