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Рассмотрен подход к непротиворечивому описанию смачивания при растекании 
капельной жидкости вдоль твердой поверхности с учетом дополнительного хими-
ческого потенциала (расклинивающего давления) для частиц жидкости в ее тон-
ких слоях вблизи линии трехфазного контакта. 
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Введение. Условия равновесия жидкости, имеющей свободную 
поверхность, отличаются значительным своеобразием. При стан-
дартном подходе форма свободной поверхности определяется соот-
ветствующим поверхностным натяжением и краевыми условиями, 
например условием Юнга для краевого угла смачивания на линии 
контакта свободной поверхности с твердым телом. С одной стороны, 
учет поверхностного натяжения формально не представляет затруд-
нений в рамках гидродинамики капельной жидкости. С другой сто-
роны, попытки расширения теории на более общий случай сопряже-
ны с принципиально непреодолимыми трудностями. Так, задача о 
смачивании при растекании капельной жидкости вдоль твердой по-
верхности вообще не имеет решения в рамках этой стандартной тео-
рии [1]. Возникающие проблемы удается решить, переформулировав 
задачу с учетом дополнительного химического потенциала (раскли-
нивающего давления), которым обладают частицы жидкости в тон-
ких слоях жидкости вблизи линии трехфазного контакта. В рамках 
такого подхода удается в замкнутом непротиворечивом виде сфор-
мулировать соответствующую задачу математической физики [2]. 

Ниже с этих же позиций рассматривается возможность равнове-
сия объемной части жидкости со своей -пленкой. Такая возмож-
ность подтверждена экспериментально [3–5]. Соответствующая зада-
ча о равновесной форме свободной поверхности вблизи контакта 
объемной части жидкости и -пленки решена ниже. Получена уни-
версальная закономерность для области перехода. 

Постановка задачи. В данной работе рассматривается проблема 
описания перехода объемной части жидкости в находящуюся с ней в 
равновесии -пленку. Из общих соображений ясно, что для описания 
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такого перехода формы свободной поверхности необходимо учесть 
силы физико-химического происхождения, ответственные за форми-
рование свободной поверхности на малых толщинах порядка толщи-
ны -пленки. Экспериментально установлено, что толщина -пленки 
h  1 нм (т. е. порядка десяти молекулярных слоев).  

Воспользуемся известным выражением для химического потен-
циала  на свободной поверхности жидкости [6, 7]:  

 


    


. 

Здесь const   – химический потенциал частиц жидкости на плос-

кой свободной поверхности, вдали от линии трехфазного контакта; 
2

2
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r
   отождествляется с поверхностным натяжением на свобод-

ной поверхности жидкости; 0r  – средний радиус молекулы;   – кри-

визна свободной поверхности жидкости. Слагаемое 



 имеет смысл 

химического потенциала, связанного с поверхностным натяжением, а 

  – дополнительный химический потенциал, определяемый эффек-

тами второго рода, появляющийся в очень тонких слоях жидкости и 
равный с точностью до знака расклинивающему давлению. 

Приняв потенциал взаимодействия молекул в форме потенциала 
Лондона, для молекулярной составляющей химического потенциала 

  получили выражение (подробнее в работе [2], там же приведена 

соответствующая библиография) 

      3 2

12 L LL L S LS L S LSh n a n n a G n n a G


         , (1) 

где   3 23
1 cos sin cos ;

2
G          – угол наклона свободной по-

верхности жидкости по отношению к твердой поверхности, отсчиты-
ваемый со стороны жидкости; ,LLa  LSa  – постоянные, характеризу-

ющие взаимодействия молекул жидкость–жидкость и жидкость–
твердое тело; ,Ln  Sn  – концентрации молекул жидкости и твердого 

тела соответственно. 
Условием термодинамического равновесия в изотермических 

условиях является постоянство свободной энергии частиц жидкости 
[8]. Тогда, если отождествить потенциальную энергию взаимодей-
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ствия молекул жидкости с их химическим потенциалом, взятым с об-
ратным знаком [9], то условие термодинамического равновесия фак-
тически сводится к механическому равновесию [10]:  

const,p F   

где F – химический потенциал частиц жидкости, рассчитанный на 
единицу объема; p – давление. Причем на свободной поверхности 
жидкости выполняется условие .F    

Функция  ,h   имеет особенность при 0h   , которая не 

может быть скомпенсирована, если 0   при 0h   , т. е. на ли-

нии трехфазного контакта. Анализ функции  ,h   показывает, 

что при выполнении условия 2
LL L LS L Sa n a n n  всегда существует не-

которое значение угла e   , 0e    , такое, что  , 0,eh    

0h   . Именно это значение угла наклона свободной поверхности 
жидкости следует отождествить с равновесным углом смачивания 
(по условию Юнга) на линии трехфазного контакта. Наиболее про-
стая формула для равновесного угла смачивания получается, если 

считать, что выполнено условие 2 1  . В этом случае 

 

1

416
(1 ) .

3e
     

 (2) 

Выражение (1) при выполнении указанного сильного неравенства 
также упрощается: 

    3 416
, 1

48 3LLh A h
        

,  (3) 

где ,LS

LL

A

A
   LS L S LSA n n a , 2

LL L LLA n a  – соответствующие постоян-

ные Гамакера. Ниже будет рассмотрено приближение формул (2) и (3). 
Явление образования очень тонкой полимолекулярной пленки 

постоянной толщины на поверхности твердого тела, находящейся в 
равновесии с объемной фазой жидкости и образующей с ней краевые 
углы, было впервые отмечено А.Н. Фрумкиным и Б.В. Дерягиным. 
Физической причиной образования такой -пленки являются силы, 
которые следует отнести к структурным силам, т. е. к силам, связан-
ным с изменением энтропии жидкости у поверхности твердого тела. 
Общей теории структурной составляющей расклинивающего давле-
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ния в настоящее время не существует вследствие высокой сложности 
при описании, носящей квантовый характер, и большого числа раз-
нообразных факторов физико-химической природы, действующих на 
поверхности твердого тела.  

Для построения механической модели образования -пленки 
предположим, что под действием структурных сил изменяется кон-
центрация молекул жидкости в некотором тонком слое жидкости у 
поверхности твердого тела. Тогда, проводя аналогичные вычисления, 
что и при выводе соотношения (1), найдем составляющую расклини-
вающего давления  , ,h   отличающуюся от данного соотноше-

ния наличием дополнительного слагаемого:  

  
 

       

3

2 1

,
12

6 ,L LL L S LS L S LS L L LL

h h

n a n n a G n n a G n n a h







   

         

 (4) 

где Ln  – среднее по толщине изменение концентрации молекул;  – 

толщина слоя жидкости, в котором происходит изменение концен-
трации молекул. Будем считать, что 0,Ln   так как именно в этом 

случае образуется -пленка.  
В приближении формул (2), (3) соотношение (4) принимает вид 

    3 416
1

48 3LL
k

h A h
h




        
,   24 .L

L

n
k

n


    (5) 

Здесь постоянная k имеет размерность длины и может быть вычис-
лена по изотерме расклинивающего давления с учетом условия 

 ,0 0,h    откуда для значения постоянной k получаем оценку 

 16
1 .

3
k h   С учетом формулы (2) для равновесного угла смачи-

вания также можно записать 4
ek h  .  

Молекулярная составляющая расклинивающего давления, опре-
деляемая выражением (1), носит диффузный характер и проявляется 
уже в слоях жидкости толщиной порядка hm  100 нм. Если обозна-
чить характерный макроскопический размер жидкости (размер капли 
или пленки, свободно лежащей на твердой поверхности) через hl, то 
можно установить иерархию толщин пленки, в которой по-разному 
проявляются рассматриваемые силы физико-химического происхож-
дения: l mh h h  . Для построения теории необходимо последова-

тельно рассмотреть все области изменения толщин жидкости. 
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Для определенности рассмотрим форму поверхности жидкой 
пленки, свободно лежащей на горизонтальной плоской твердой по-
верхности, и выберем систему координат, как указано на рис. 1. В этой 
системе координат уравнение ( )y h x  определяет форму свободной 
поверхности жидкости. 

Рис. 1. Форма свободной поверхности 

Функция h(x) определяется из уравнения, которое следует из ме-
ханического условия равновесия: 

  
2

2
, ,l

h
gh h C

x



    


  (6) 

где 0C   – некоторая постоянная; l  – плотность жидкости; g  – 

ускорение свободного падения; в рассматриваемом приближении 

кривизна поверхности пленки 
2

1
2 .
h

x
 

 


 

Изучение равновесия жидкой пленки удобно провести в безраз-
мерных переменных. При этом более определенно выясняется роль 
отдельных слагаемых в соотношениях (5) и (6). Выберем в качестве 

характерной величины характерную длину 
l

L
g





 (так называемая 

капиллярная длина). Тогда уравнения равновесия (6) принимают вид 

 
42

4 1
2 3

,e
kd w R dw

w C
dx wdx w

        
  

 (7) 

где 
h

w
L

  – безразмерная толщина жидкой пленки; 248
LLA

R
L





 – 

безразмерный критерий, определяет относительную роль расклини-
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вающего давления и поверхностного натяжения; 1
k

k
L

  – безразмер-

ная постоянная, 4
1 .e

h
k

L
   Для безразмерной продольной координа-

ты x применено то же обозначение х. 
Оценим безразмерные критерии, определяющие равновесие и вхо-

дящие в уравнение (7). Если приближенно принять 2048
10LLA  


 Дж, 

0,062   Нм–1, 31,26 10l    кгм–3 (последние две величины при-

мерно соответствуют глицерину при температуре 300 K), то капилляр-

ная длина 32,3 10L    м, а безразмерный критерий 143 10 1.R     
Тем самым устанавливается, что расклинивающее давление проявля-
ется на толщинах жидкой пленки, существенно меньших капилляр-
ной длины. 

Оценку роли различных слагаемых в уравнении (7) удобно про-
водить после перехода от формулы (2) к уравнению первого порядка: 

  2 1
3

1
2 .

2 e
kdp R

w p p C
dw ww

        
  (8) 

Здесь 
dh

p
dx

 . Для дальнейших оценок принципиально, что в уравне-

нии (8) отсутствует независимая переменная .x  
Ясно, что влияние структурных сил существенно, только если тол-

щина жидкого слоя достаточно мала, т. е. формально, если 1.w R   

Действительно, заменой переменной 
w

w
R

    уравнение (8) сво-

дится к виду 

 2 1
3

1 1
2 .

2 e
kdp

p p C R R
d R

 
          

 

Отсюда следует, что в области изменения переменной 1   вме-
сто уравнения (8) необходимо рассматривать уравнение 

  2
3

1 1
2 0

2 e
dp k

p p
d

 
        

, (9) 

где 1k
k

R
  . 
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Видно, что макроскопическая форма свободной поверхности жидко-
сти и сила тяжести не влияют на форму свободной поверхности жид-
кости вблизи трехфазной границы, а уравнение (9) позволяет опреде-
лить некоторый универсальный закон перехода свободной поверхно-
сти в -пленку.  

Уравнение (9) зависит от двух параметров: равновесного угла 

смачивания Юнга e  и параметра 
4

1

0

8 2
,

5
ek h

k
rR

 
 


 определя-

ющего относительную роль молекулярной и структурной составля-

ющих расклинивающего давления. Если принять 91 10 м,h 
    

10
0 1 10 мr    (т. е. предположить, что толщина -пленки составляет 

10  молекулярных слоев), то параметр 428,5 ek   . Соответственно 

безразмерная толщина -пленки 

0

8 2
28,5

5

h

r


  


. 

Для дальнейших вычислений удобно перейти в уравнении (9) к 

новой независимой переменной 



 


 и новой зависимой перемен-

ной 
2

2
2

1
r

e

dh

dx
       

. В этом случае уравнение (9) имеет вид 

  2
3

2 1
1

d

d

  
      

,  (10) 

где единственный параметр 
2 2

2 0
2 2

2 5

64
e

e
r

h 

 
   


. 

На рис. 2 приведен качественный вид интегральных кривых 
уравнения (10), полученный методом изоклин, в первом квадранте. 

Кривая 1 соответствует производной 0,
d

d





 кривая 2 – интеграль-

ной кривой, на которой выполнено физически очевидное граничное 
условие  = 0,  = 1. Видно, если безразмерная толщина жидкости 
стремится к бесконечности (  ), то квадрат относительного угла 
наклона свободной поверхности жидкости стремится к единице: 

1 , т. е. e   . Отсюда следует, что на внешней границе рас-

сматриваемого переходного слоя от -пленки к объемной части жид-
кости выполняется условие Юнга. 
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Рис. 2. Качественный вид интегральных кривых уравнения (10): 

1 – кривая, на которой 0
d

d





; 2 – интегральная кривая, на которой выполнено 

граничное условие  = 0 при  = 1 

Заключение. Таким образом, в рамках развиваемой теории уда-
ется непротиворечиво описать переходный слой между -пленкой и 
объемной частью жидкости. Причем, как показано для объемной ча-
сти жидкости, выполняется условие Юнга. Принципиально важно, 
что учет структурной составляющей расклинивающего давления 
приводит к формальной задаче математической физики, для которой 
область изменения толщин жидкости оказывается «отграниченной» 
от твердой поверхности, т. е. h > 0, что существенно упрощает прове-
дение численных экспериментов по гидродинамике растекания при 
смачивании.  
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