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Показано, что действие постоянной силы F  на квантовый ангармонический ос-
циллятор приводит к нелинейному по F  сдвигу всех энергетических уровней. Ис-
следован спектр энергии нагруженного ангармонического осциллятора. Установ-
лено, что при малых нагрузках можно ограничиться линейным приближением для 
сдвига уровней энергии. Полученные результаты могут быть использованы при 
описании термодинамических характеристик макро- и мезоскопических твердых 
тел, а также твердотельных наночастиц. 
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Введение. Простейшей моделью твердого тела является совокуп-
ность осцилляторов как элементов динамической системы [1, 2]. Тер-
мические и упругие свойства твердых тел в значительной степени 
определяются параметрами отдельного осциллятора. Ангармонич-
ность межатомного взаимодействия приводит к появлению ряда эф-
фектов, отсутствующих в системе гармонических осцилляторов.  
В частности, адиабатическое упругое нагружение приводит к изме-
нению температуры твердого тела (термоупругий эффект) [3]. Тео-
рия термоупругости позволяет описать системы, работающие в 
условиях неравномерного нестационарного нагрева, при котором 
изменяются физико-механические свойства материалов и возникают 
градиенты температуры, сопровождающиеся неодинаковым тепло-
вым расширением частей элементов. Неравномерное тепловое рас-
ширение в сплошном теле в общем случае приводит к образованию 
температурных напряжений. Для исследования прочности систем 
необходимо знать значения и характер действия температурных 
напряжений. Следует отметить, что при описании термоупругости 
используются термодинамические методы, в рамках которых мик-
роскопическая природа рассматриваемых эффектов не учитывается, 
что допустимо при решении макроскопических задач теории термо-
упругости. В настоящее время задачи термоупругости возникают 
при описании динамических систем, размеры которых могут суще-
ственно повлиять на характер наблюдаемых эффектов. В этом слу-
чае следует рассмотреть возможность описания таких систем мето-
дами статистической физики. Для этого необходимо исследовать 
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вопрос об изменении энергетического спектра отдельного ангармо-
нического осциллятора, находящегося под действием постоянной 
внешней силы, и получить выражения для термодинамических 
функций, описывающих систему ангармонических нагруженных 
осцилляторов. 

В настоящее время имеется достаточно много работ по исследо-
ванию собственных функций и собственных значений квантовых ан-
гармонических осцилляторов с потенциалами различного порядка 
ангармонизма [4–7], а также по исследованию резонансных явлений 
при действии на нелинейный квантовый осциллятор периодической 
внешней силы [8, 9]. 

Однако работы, посвященные изменению спектра квантового ан-
гармонического осциллятора, находящегося под действием постоян-
ной внешней силы, практически отсутствуют. Единственным исклю-
чением является работа [10] по исследованию спектра нагруженного 
квантового ангармонического осциллятора при предположении, что 
потенциальная энергия может быть описана кубическим двучленом, 
без обсуждения границ применимости предлагаемой модели. 

Постановка задачи. Целью данной работы является исследова-
ние энергетических свойств системы ангармонических осцилляторов, 
находящихся под действием постоянной внешней силы. Для решения 
поставленной задачи проведено предварительное исследование ха-
рактера межатомного ангармонизма, а также возможности использо-
вания линейного приближения для сдвига энергетических уровней 
гамильтониана под внешним воздействием. 

Возможность использования модели ангармонического ос-
циллятора. Потенциальную энергию межатомного взаимодействия 
можно описать суперпозицией двух функций, одна из которых опи-
сывает притяжение между атомами, обусловленное взаимной поля-
ризацией их электронных оболочек, вторая – отталкивание, обуслов-
ленное перекрыванием электронных оболочек атомов. 

В качестве наиболее известного примера можно привести потен-
циал Леннарда – Джонса [11]: 

12 6

0( ) 2r
r r

            
     

, 

где r  – расстояние между соседними атомами. 
Минимум потенциала Леннарда – Джонса соответствует равно-

весному расстоянию 0r    между соседними атомами. Разложив по-

тенциал в ряд Тейлора вблизи точки минимума 0r , получим 



Спектральные свойства квантового ангармонического осциллятора… 

3 

   2 3
0 2 0 3 0( ) ... ,r c r r c r r         

где 

0

2
0

2 2 2

1
36 ;

2!
r r

c
r



   
     

 

0

3
0

3 3 3

1
252 .

3!
r r

c
r



   
      

 

Таким образом, для описания узлов кристаллической решетки 
твердого тела можно использовать модель ангармонического осцил-
лятора. 

Величина 0  имеет смысл энергии сцепления, приходящейся на 

кристаллическую ячейку (отнесенную к одному атому). Энергия 
сцепления определяется разностью между энергией свободных ато-
мов и энергией кристалла. Если пренебречь кинетической энергией 
атомов, энергия сцепления определяется суммой потенциалов Лен-
нарда – Джонса, причем суммирование осуществляется по всем па-
рам атомов в кристалле.  

Поскольку потенциальная энергия взаимодействия не близка к 
нулю только для ближайших атомов, то такая сумма сводится к по-
тенциалу Леннарда – Джонса, умноженному на число атомов, кото-
рые располагаются в непосредственной близости, и на число N  ато-
мов в кристаллической решетке. 

Потенциал иона кристаллической решетки можно аппроксимиро-
вать потенциалом ангармонического осциллятора:  

 2 2 3
0
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где m  – масса частицы; 0
2

72
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 – собственная частота колебаний 

осциллятора; 0
3

756
 


 – коэффициент ангармоничности; x  – сме-

щение частицы относительно положения равновесия. 
Для того чтобы выявить изменение энергетического спектра и 

функции распределения 
2

( )x  при действии постоянной внешней 

силы, целесообразно включить потенциал  

  ,V x Fx   

описывающий внешнее воздействие, в невозмущенный гамильтони-
ан, а ангармоническую поправку рассматривать как возмущение. 

Сдвиг энергетического спектра при действии внешней силы 
без учета ангармоничности. При отсутствии ангармонизма стацио-
нарное уравнение Шрёдингера будет иметь вид 
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где внешнее воздействие, описываемое слагаемым Fx , включено в 
невозмущенный гамильтониан: 
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Для исследования спектральных свойств невозмущенного га-
мильтониана выполним следующие преобразования. Запишем потен-
циальную энергию нагруженного гармонического осциллятора в виде 
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и перейдем к безразмерным единицам 
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Преобразуем стационарное уравнение Шрёдингера (2) к виду 
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Таким образом, действие внешней силы на гармонический ос-
циллятор приводит к смещению положения равновесия на расстоя-

ние 0 2

F
x

m



 и сдвигу энергетического спектра. Собственные значе-

ния гамильтониана при этом определяются выражением 

  2 1 ( ).n n F       (4) 
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Решения уравнения Шрёдингера в этом случае имеют известный 
вид 
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Одномерный нагруженный ангармонический осциллятор. 
Возмущение, описывающее ангармонический вклад, имеет вид 

 31ˆ .
3

U x     (5) 

Введя обозначение 
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выражение (5) можно преобразовать к виду 
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Сдвиг энергетических уровней гармонического осциллятора, 
находящегося под действием постоянной внешней силы F, обуслов-
ленный ангармонизмом, в первом порядке теории возмущений  
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Таким образом, энергию ангармонического осциллятора с га-
мильтонианом (1) можно записать в виде 
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Анализируя потенциал ненагруженного ангармонического ос-
циллятора (1), помимо высоты барьера над дном потенциальной ямы 
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g
  можно, следуя работе [10], ввести упругую силу 
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Максимальное значение упругой силы (прочность связи на разрыв) 
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Введем безразмерный параметр 
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сводя к минимуму число характеризующих систему параметров. 
Таким образом, энергетический спектр ангармонического ос-

циллятора, находящегося под постоянным внешним воздействием, 
имеет вид 
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Заключение. Согласно полученным результатам, можно сделать 
вывод, что действие постоянной силы F на ангармонический осцил-
лятор приводит к нелинейному по F сдвигу его энергетических уров-
ней. Сопоставление с результатами расчета численными методами, 
приведенными в работе [10], показывает, что вывод работы [10] (ли-
нейность по F сдвига энергетических уровней) справедлив при вы-
полнении условия 
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Используя для оценки этого параметра потенциал Леннарда – 
Джонса, получим 
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Оценка параметра 1a , выполненная для водорода Н2 с использо-

ванием значений констант потенциала Леннарда – Джонса [12], дает 

значение 3
1 1,2 10 1a    ; в то же время для кислорода 2O  анало-

гичная оценка приводит к результату 1 4,6a  . Таким образом, суще-

ствует критерий применимости линейного приближения в оценке 
сдвига уровней энергии ангармонического осциллятора при действии 
постоянной внешней силы. 

Полученные результаты могут быть использованы при изучении 
термодинамических и упругих свойств систем ангармонических 
квантовых осцилляторов, расчета термодинамических потенциалов, 
энтропии и получения уравнений состояния конденсированных сред, 
а также при исследовании систем твердотельных наночастиц. 
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