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Для модельной задачи методом граничных элементов (МГЭ) выполнен расчет не-
стационарной поперечной гидродинамической нагрузки на тело, колеблющееся в во-
де. Полученные результаты существенно отличаются количественно и качествен-
но от результатов, полученных при распространении на случай упругих колебаний 
тела в жидкости известной в гидродинамике концепции присоединенных масс. 
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Введение. При прочностных расчетах ЛА, запускаемых из-под 
воды с подвижной платформы, важно правильно учитывать попереч-
ные гидродинамические силы, действующие на корпус ЛА со сторо-
ны набегающего потока [1–3]. Для определенных компоновок ЛА 
существенно в процессе выхода из пускового устройства (ПУ) при-
нимать во внимание упругие колебания корпуса. В инженерных под-
ходах действующую гидродинамическую нагрузку обычно разделя-
ют на несколько составляющих: гидростатическую, квазистационар-
ную (пропорциональную квадрату скорости движения ЛА), нестаци-
онарную (связанную с ускоренным движением ЛА). 

При ускоренном поперечном движении ЛА как абсолютно твердого 

тела нестационарную составляющую силы  нест
бокF  можно записать че-

рез присоединенную массу 22  и боковое ускорение ЛА 
 ЛА
бокd V

dt
 [4]: 

  
 ЛА

нест бок
22бок .

d V
F

dt
    (1) 

Расчет присоединенных масс ЛА в свободной воде или вблизи 
экрана (пусковой платформы) удобно проводить с помощью МГЭ 
[2, 5–8]. Для ЛА в виде тела вращения хорошую точность для при-
соединенных масс 22 , 26  и 66 , отвечающих поступательному и 
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вращательному поперечным движениям ЛА, дает метод плоских се-
чений (МПС) [2]. На рис. 1 показаны потенциалы поперечного об-
текания ЛА в свободной воде и при выходе из ПУ, рассчитанные 
посредством МГЭ и МПС. Как видно, за исключением начальной 
стадии выхода ЛА из ПУ расчет по МПС вполне удовлетворителен. 

 

Рис. 1. Расчеты поперечного потенциала обтекания по МГЭ и МПС 

В некоторых методиках прочностных расчетов указанный подход 
для вычисления нестационарной поперечной силы, действующей на 
ЛА как абсолютно твердое тело (см. 1), распространяется на расчет 

нестационарной погонной силы  нест
погF  на корпус ЛА: 

    
 ЛА

погнест мест
пог 22 ,

d V
F

dt
    (2) 

где  пог
22  – «погонная» присоединенная масса; 

 ЛА
местd V

dt
 – местное бо-

ковое ускорение корпуса ЛА, обусловленное упругими колебаниями. 
Используя МПС, можно записать [2] 

  пог 2
22 ж мест ,R   (3) 

где ж  – плотность жидкости; местR  – местный радиус поперечного 

сечения корпуса ЛА.  
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Теоретически этот подход несостоятелен, как показано в работе [9] 
применительно к расчету распределенной нестационарной нагрузки на 
деформируемую панель оперения ЛА. 

Задача данной работы – проанализировать указанный подход в 
условиях поперечных упругих колебаний корпуса ЛА при выходе из 
ПУ, для чего будет достаточно следующей упрощенной постановки 
задачи. Рассматривается однородная балка Тимошенко кругового по-
перечного сечения, закрепленная одним концом в неограниченном 
плоском экране (рис. 2). Рассчитываются поперечные колебания бал-
ки, вызванные внезапным снятием поперечной силы с ее свободного 
торца. На основе заданных параметров поперечных колебаний балки 
формируются граничные условия для расчета нестационарной гидро-
динамической силы на балку МГЭ в осесимметричной постановке и 
МПС. По результатам сравнения расчетов делаются выводы относи-
тельно практической целесообразности подхода, основанного на ис-
кусственном «распределении» присоединенных масс вдоль корпуса 
деформируемого ЛА. 

Рис. 2. Поперечные колебания балки Тимошенко 

Расчет поперечных колебаний балки Тимошенко. Уравнения 
балки Тимошенко хорошо известны [10]. Они имеют «правильный» 
тип (гиперболический) и для кругового цилиндра с хорошей точно-
стью передают характер основной формы трехмерных изгибных ко-
лебаний. Имеем (см. рис. 2) 
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где x  – продольная координата вдоль балки; t  – время; w  – попе-
речное смещение сечения с координатой x  как целого в направлении 
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оси ;y    – поворот против часовой стрелки вокруг оси z  сечения с 
координатой x  как целого; Q  и M  – соответственно поперечная 
(перерезывающая) сила в направлении y  и изгибающий момент от-
носительно оси z , приложенные к материалу балки, находящемуся 
слева от сечения с координатой x ; Т , E ,  ,   – соответственно 
плотность, упругие модули Юнга, сдвига и коэффициент Пуассона 
материала балки; S  и J  – площадь и центральный момент инерции 
поперечного сечения балки; L  и R  – длина балки и ее радиус;   – 
поправочный коэффициент, принятый согласно работе [11]. Данные 
уравнения имеют гиперболический тип с двумя характерными скоро-
стями распространения возмущений: «стержневой» скоростью 

0
T

E
c 


 и сдвиговой скоростью 1

T

c





. 

В начальный момент балка находится в покое в изогнутом состо-
янии под действием силы бок ,F  приложенной к торцу .x L  Это со-

ответствует начальным условиям: 
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 (5) 

Колебания балки начинаются в результате внезапного снятия си-
лы бок .F  Граничными условиями задачи являются условия закрепле-

ния сечения 0x   и свободные условия на торце x L : 

 
   
   
0, 0, 0,

, , 0.

t w t

Q L t M L t

  
  

 (6) 

Задача (4) – (6) решалась численно по явной конечно-разностной 
схеме второго порядка, разработанной в [12, 13]. Пусть 1N   – число 

расчетных узлов по координате x , 
L

h
N

  – шаг разностной схемы по 

координате x ,   – шаг по времени, 0c

h


  – число Куранта. Условие 

устойчивости, выведенное в [13], требует, чтобы 
2

1

1
4

S
h

EJ
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дем обозначать решение в узлах сетки x jh  и  1t n    нижним ин-

дексом j  и верхним индексом n  (например, n
j ). Для всех узлов 

( 0... )j N  начальных двух слоев по времени имеем 
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Для последующих слоев по времени ( 2n  ) и для 1... 1j N   
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На рис. 3 показан характер колебаний свободного торца балки в 
рассматриваемой задаче. 

Формулировка граничного условия на боковой поверхности 
балки для решения гидродинамической задачи. Задача колебаний 
балки Тимошенко решалась выше в лагранжевых координатах. Те-
перь обозначим эти координаты через 0x , 0y , 0z  (вместо x , y , z ), 
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Рис. 3. Угол поворота ψ и поперечное смещение w свободного торца балки 
в зависимости от времени 

тогда закон движения точек балки в процессе колебаний может быть 
записан в следующем виде: 

   
   
 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

, , , , ,

, , , , ,

, , , .

x x y z t x x t y

y x y z t y w x t

z x y z t z

  
  
 

 

В данном случае интересен закон движения точек боковой по-
верхности балки. Введем цилиндрические лагранжевы координаты 

0 ,x   0 cosy r  , 0 sinz r  . Тогда закон движения точек боковой 

поверхности балки ( r R ) будет описываться соотношениями 

 

   
   
 

, , , cos ,

, , cos , ,

, , sin .

x t t R

y t R w t

z t R

    
     
    

 (9) 

При const  и const  формулы (9) дают координатные линии 
на деформированной поверхности балки в текущий момент времени. 

Следовательно, можно вычислить касательные векторы 
r




 и 

r
 


 к 

этим линиям, а тогда и нормаль 
   
   

r r
n

r r

    


   

 


   к деформиро-

ванной поверхности в лагранжевых координатах. В частности,  
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1 cos ,
r w

i R j
   

       

  
 

sin sin cos ,
r

i R j R k R


    


  
 

где i


, j


, k


 – орты декартовой системы координат. 
Согласно (9) скорость фиксированной частицы поверхности балки 

 cos .Т
w

v i R j
t t

 
 

 

 
 (10) 

Умножая Тv


 скалярно на нормаль ,n


 получим нормальную ком-

поненту Тv n
 

 данной частицы в процессе колебаний. Это значение 

используется при постановке условия непротекания на поверхности 
балки при решении гидродинамической задачи. Выражение для Тv n

 
 

можно существенно упростить: считая величины ,  w  и их произ-

водные по   и t  малыми первого порядка и удерживая только глав-
ные слагаемые, получим 

 cos .Т
w

v n
t


 


 
 (11) 

Анализ результатов вычислений по полной формуле и по форму-
ле (11) подтверждает справедливость сделанных упрощений. 

Постановка гидродинамической задачи, ее решение методом 
граничных элементов. Как и в работе [9], для решения гидродина-
мической задачи воспользуемся математической моделью потенци-
альных течений идеальной несжимаемой жидкости [4]. Продолжим 
область 0x  зеркально симметрично относительно экрана. Тогда в 
области вне цилиндра длины 2 L  и радиуса R  требуется решить 
уравнение Лапласа относительно потенциала скоростей   частиц 
жидкости: 

 0.   (12) 

На боковой поверхности цилиндра задается неоднородное усло-
вие непротекания согласно выражению (11): 

  , cos
w

x t
n t

 
 

 
 (13) 
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(единичный вектор n


 нормали к рассматриваемой поверхности, ори-
ентирован внутрь жидкости). На торцах цилиндра x L  ограничим-
ся постановкой однородного условия непротекания 

 0.
n





 (14) 

Задача (12)–(14) решается для дискретного набора моментов вре-
мени. 

В качестве метода численного решения задачи (12)–(14) удобно 
воспользоваться МГЭ [2, 6]. Переформулируем задачу (12)–(14) в ви-
де основной интегральной формулы Грина [14]: 

      
   

 
   

1 1
2 ,

MP MPS S S S

M P dS P dS
n r r n   

  
      

 
 

 (15) 

где  S   и  S   – части поверхности цилиндра, находящиеся в полу-

пространствах 0x  и 0x   соответственно,    M S S   . Как и в 
случае расчета потенциалов поступательного и вращательного попе-
речных движений тела вращения, искомый потенциал жидкости 
можно представить в виде    , , , , , cosx r t x r t    . 

Вследствие симметрии задачи относительно плоскости 0x   и 

осевой симметрии искомой функции  , , ,x r t  для точки M  доста-

точно положить 0Mx x  , Mr r , 0M  . Поверхностное инте-

грирование в формуле (15) представим в виде интегрирования по 

длине дуги s  вдоль меридионального сечения поверхности  S   и по 
окружной координате  . Интегралы по окружной координате пред-
ставляются через эллиптические интегралы и могут быть эффективно 
вычислены с помощью аппроксимирующих зависимостей [15]. При 
интегрировании по дуге вся дуга разбивается на достаточное количе-
ство криволинейных граничных элементов (ГЭ). Искомые значения 

 P  и известные граничные значения    w
P P

n t

 


 
 аппроксими-

руются их значениями в центрах ГЭ. Интегрирование оставшихся вы-
ражений можно выполнить, например, по квадратурным формулам 
Гаусса. Окрестности особых точек (когда точка интегрирования P  
может совпасть с точкой M ) можно не рассматривать, если их взять 

достаточно малыми, поскольку, как показано в [14],  
( )

1

MPS

P dS
r n
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и  
( )

1

MPS

P dS
n r

 
    

  сходятся как несобственные интегралы (а не в 

смысле главного значения по Коши). 
Расчетные формулы применялись в следующем виде (индекс j  

проходит все ГЭ): 
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Граничное интегральное соотношение (15) теперь легко перепи-
сать в виде системы линейных алгебраических уравнений относи-

тельно  1 2,j t   и решить для ряда моментов времени стандарт-

ным прямым методом [16]. 
Вычисление погонной гидродинамической силы на боковую 

поверхность балки. Для определения силового воздействия жидко-
сти на колеблющуюся балку воспользуемся интегралом Коши – Ла-
гранжа [4]: 

 
2

ж .
2

v
p

t

 
     

 (16) 

Значения потенциала скоростей жидкости на поверхности балки 

    , , , coss t s t     (17) 

получим, решая для заданных моментов времени граничное инте-
гральное уравнение (15) относительно функции  ,s t . Проведя рас-

четы для трех моментов времени t , t  , t  , можно получить чис-
ленным дифференцированием производную потенциала по времени: 

      , ,
, , cos .

2

s t s td
s t

d t

     
  


 (18) 

Строго говоря, производная по времени в соотношении (18) вы-
числяется для подвижной точки. Если считать, что при вычислении 
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производной (18) лагранжевы координаты соответствующей точки 
поверхности балки фиксированы, то, пользуясь выражениями (9) и 
(10), получим 

      ж, , , , , , , , ,Т
d

x t y t z t v v
d t t

 
          

 
 

где жv i j k
x y z

  
  

  

 
 – скорость частиц жидкости. Компоненты 

скорости жидкости на поверхности балки можно вычислить следую-
щим образом. Дифференцируя численно (17) по s , находим составля-

ющую скорости жидкости вдоль образующей балки  , cossv s t
s


 


. 

Составляющая скорости в окружном направлении получается диф-

ференцированием (17) по  : 
 ,

sin
s t

v
R


  . Нормальная скорость 

жидкости к поверхности балки задается соотношением (13). В каче-
стве примера на рис. 4 приведены значения этих величин, рассчитан-
ные вдоль боковой поверхности балки для момента времени 0,2t   с 
(см. также рис. 3). 

 

Рис. 4. Компоненты скорости жидкости вдоль поверхности балки 

Значения скорости жидкости и точек тела оказываются на один-
два порядка меньше, чем значения производной (18). По этой причине 
в формулу (16) будем подставлять в качестве частной производной по-
тенциала по времени значение (18), а также пренебрегать квадратом 
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скорости жидкости. Погонная поперечная гидродинамическая сила на 
балку (в направлении оси y ) может теперь быть вычислена интегриро-

ванием cosp nj p  


 вдоль дуги окружного направления балки: 

      
2

нест
пог ж

0

, , cos , .
d

F p s t R d R s t
d t

 
       (19) 

С другой стороны, формулы (2) и (3) дают погонную поперечную 
гидродинамическую силу на балку согласно методу распределения 
присоединенной массы 22  вдоль поверхности тела и МПС: 

    
2

нест 2
пог ж 2 , .

w
F R s t

t


   


 (20) 

Результаты расчетов по формулам (19) и (20) показаны на рис. 5. 
Анализ результатов показывает, что при наличии упругих колебаний 
корпуса ЛА подход, основанный на распределении присоединенной 
массы вдоль поверхности тела, существенно теряет в точности – ло-
кальные гидродинамические явления срезают местные пики бокового 
ускорения деформирующейся поверхности, сглаживая эпюру неста-
ционарной боковой нагрузки. 

 

Рис. 5. Расчет погонной боковой силы 

Выводы. Проведенный анализ и расчеты показали, что использо-
вание искусственного приема распределения присоединенной массы 
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вдоль корпуса упруго деформирующегося ЛА может приводить к 
существенным погрешностям в расчете нестационарной боковой 
нагрузки на корпус ЛА при подводном выбросе. 
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