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Граданы — цилиндрические стержневидные оптические элемен-

ты, как правило, с плоскими торцами и убывающим вдоль светового 
радиуса градана показателем преломления (ПП) по зависимости, 
близкой к параболической. Приводимые в [1] данные о параметрах 
граданов свидетельствуют о наличии у некоторых из них достаточно 
большого осевого хроматизма (до 0,6…0,7 мм). 

В градиентной оптической среде дисперсией обладают как ПП 
базового стекла, так и градиент ПП. Изучение влияния на хроматизм 
линзового элемента совместного влияния двух дисперсий представ-
ляется актуальной задачей при разработке оптической системы, 
включающей градиентные компоненты.  

Цель работы состоит в проведении сравнительного анализа двух 
методов расчета хроматической аберрации положения граданов, рас-
положенных в воздухе, и исследовании влияния сферизации торце-
вых поверхностей на минимизацию первичной хроматической абер-
рации положения.  

Радиальное распределение показателя преломления в градане 
обычно представляют полиномами n первой или второй степени: 
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где n00 — показатель преломления на оси; n10 — градиент показателя 
преломления, определяющий параксиальные характеристики града-
на, мм–2; n20, h4 — аберрационные коэффициенты; g — константа 
распределения (КР) градиентной оптической среды, мм–1.  

Для полинома n(r) константу распределения обычно обозначают t 
и вычисляют по формуле 
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Для обоих типов полиномов (1) t = g. Первичные монохромати-
ческие аберрации граданов рассмотрены в работе [2].  

Градан с плоскими поверхностями — линза Вуда — является ис-
ходной заготовкой для производства толстых и тонких RGRIN-линз 
со сферическими поверхностями. Подобные линзовые элементы мо-
гут иметь улучшенные аберрационные характеристики по сравнению 
с однородными конструкциями. Дисперсией в GRIN-среде обладают 
два параметра: показатель преломления базового стекла и градиент 
ПП, дисперсию которого принято описывать через дисперсию кон-
станты распределения среды t. Хроматические значения этой среды 
устанавливают в процессе измерения функции распределения ПП [1].  

Дисперсионные зависимости показателя преломления и кон-
станты распределения градиентной среды. Дисперсионную зави-
симость показателя преломления n(λ) градиентной среды и констан-
ты распределения t (λ) обычно представляют полиномами [1] 
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где 0 1 2, , , ,B C K K K  — коэффициенты.  
На типичных графиках n(λ) и t(λ) с нормальным ходом дисперсии 

ПП и константы распределения (рис. 1) видно, что показатель пре-
ломления и константа распределения убывают с увеличением длины 
волны света λ.  

 
Рис. 1. Нормальные дисперсионные зависимости n(λ) и t(λ) оптической 
  RGRIN-среды 
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Если (2) продифференцировать по λ, то получим формулу связи 
дисперсии параметров градиентной среды dt, dn10, dn00: 

 00 10 10 00
2
00

1 .n dn n dndt
t n

−= −  (4) 

Условием хроматической инвариантности константы распреде-
ления t является равенство отношений градиента ПП к показателю 
ПП и их дисперсий:  

 10 10

00 00

n dn
n dn

= . (5) 

Дисперсия градиента ПП dn10 связана с дисперсией базового ПП 
dn00 и дисперсией константы распределения dt зависимостью 

 2
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dn t dn n tdtλ λ = − −  (6) 

При расчете параметров реальных оптических сред дифференци-
алы dn00 и dt будут заменены конечными разностями Δn и Δt. 

Расчет ПП и градиента ПП по формулам (3), (6) позволяет опре-
делить коэффициенты дисперсии градиентной среды ν00, ν10: 

 00 0
00

00 1 00 2

1n
n n

λ

λ λ

−ν =
−

;   10 0
10

10 1 10 2
.n

n n
λ

λ λ
ν =

−
 (7) 

Для RGRIN-среды формулы углов и высот в системе координат, 
привязанной к первой поверхности, известны [2] в следующем виде: 
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Интегральный метод расчета хроматической аберрации по-
ложения. Теоретической основой расчета хроматизма интеграль-
ным методом является формульный аппарат теории хроматических 
аберраций градиентных оптических элементов [3, 4]. Исходными 
данными для вычисления коэффициентов хроматических аберраций 
положения и увеличения RGRIN-элемента служат функциональные 
зависимости параксиальных высот h(z) и углов α(z), величины коэф-
фициентов РПП n00, n10 и их дисперсии dn00, dn10.  

Выражения для коэффициентов хроматических аберраций поло-
жения и увеличения в общем случае осесимметричного РПП n(x, y, z) 
приведены в работах [3, 4], в которых показано, что величина коэф-
фициента аберраций слагается из двух составляющих, обусловлен-
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ных преломлением лучей на поверхности (поверхностный вклад) и 
прохождением луча через неоднородную среду (вклад переноса): 

 ,хр ,i i,k i,kS S S= +  (9) 

где iS  — общий коэффициент хроматической аберрации положения 
оптической системы; ,i,k i,kS S  — поверхностный вклад и вклад пере-
носа, i = I, II. 

Коэффициенты хроматических аберраций положения SI хр и уве-
личения SII хр вычисляют по формулам [5]: 
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В общем случае РПП, заданного зависимостью (1), поверхност-
ные вклады в коэффициенты аберраций имеют вид 
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Здесь знак разности δ относится к оптической поверхности. 
В системе координат OXYZ, привязанной к первой поверхности 

линзового элемента, где ось OZ совпадает с оптической осью, состав-
ляющие вклада переноса вычисляют по интегральным формулам: 
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где 00 00, 1 00, 2;dn n nλ λ= −  , 10 10, 1 10, 2dn n nλ λ= − .  
Функции углов и высот луча в градиентной среде  

( ) ( ) ( ) ( ), , , .z z h h z H H zα = α β = β = =  

Хроматическую аберрацию положения 1, 2dsλ λ′  вычисляют по 
формуле  

 I хр
1, 2 2

00, p p

S
ds

nλ λ =′
α

, (13) 

где 2
00, ,p pn α  — величины ПП и угла α в пространстве изображений. 
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Относительный хроматизм увеличения 1, 2 0y yλ λ λΔ ′ ′  рассчитыва-
ют по второму хроматическому коэффициенту: 

1, 2 0 II хр ,y y S Jλ λ λ′ ′Δ =  

где J — параксиальный инвариант Лагранжа — Гельмгольца. 
Для поверхностного вклада I хрS  в коэффициент хроматической 

аберрации линзового RGRIN-элемента из (11) получаем выражение  

 [ ]I0 2 1 1 3 2 2
00

1 ( ) ( )S h h= − α −α + α −α
ν

. (14) 

Интегралы (12) берем аналитически подстановкой функций (8). 
Полученное алгебраическое выражение для коэффициента хромати-
ческой аберрации положения SI хр имеет вид 
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где α1, α2, 2α , α3 — углы луча с оптической осью в пространстве 
предметов, линзе (на входе и выходе из градиентной среды) и про-
странстве изображений соответственно; l — длина градана; h1, h2 — 
высоты луча на первой и второй поверхностях градана. 

Величины углов α2 на входе и выходе из градиентной среды поз-
воляют рассчитать кривизны первой и второй поверхностей линзы по 
известной из теории аберраций однородных сред формуле 

( )
k

k k
k

nr h
n

Δ=
Δ α

. 

Анализ выражения (15) на минимум функции I хрS (α2) по аргу-
менту α2 можно провести путем построения графиков входящих в 
него функций, являющихся сомножителями дисперсий градиента ПП 
и дисперсии базового стекла с применением пакета прикладных про-
грамм MATHCAD:  
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Пример. Для элемента selfoc SLW-4,0 с характеристиками  
n00 = 1,64357; g = 0,14814 мм–1, диаметром 4 мм в спектральном диа-
пазоне λ1—λ2 = 0,4800…0,6438 мкм имеем Δn00 = 0,01976; Δt = 
= 1,06733.10–3 мм–2; dn10 = –4,76694.10–4 мм–2. Толщина (длина) эле-
мента l = 8,0 мм, линейное увеличение β = –0,532 при расстоянии до 
предмета s = –10 мм. 

Графики функций  f 0(α2), f 1(α2), f 2(α2) приведены на рис. 2 (для 
удобства построения графиков в пакете MathCAD применен переход 
в обозначениях: α2 = x). Согласно анализу графиков  f 0(x), f 1(x), f 2(x), 
элемент selfoc SLW-4.0 имеет минимальные значения функций  
f 0(α2), f 1(α2), f 2(α2) в диапазоне значений угла α2 0…~0,2. На рис. 2 
видно, что минимизация хроматизма для элемента selfoc SLW-4.0 
при сохранении линейного увеличения линзового элемента возможна 
за счет придания кривизны входной и выходной поверхностям эле-
мента.  

 
Рис. 2. Графики функций  f 0(x), f 1(x), f 2(x) 
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Дифференциальный метод расчета хроматизма положения. 
Этот метод расчета хроматической аберрации положения градана ос-
нован на дифференцировании формулы для расчета величины задне-
го отрезка по длине волны света λ: 
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В результате дифференцирования (19) по λ получено выражение 
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Сравнительные расчеты хроматизма положения элемента selfoc 
SLW-4.0 с плоскими торцами интегральным (формулы (11), (12)) и 
дифференциальным (формула (20)) методами, а также с помощью 
программы OPAL при расстоянии от первой поверхности selfoc до 
предмета s1 = –10 мм дали практически одинаковые результаты 

1, 2 0,2 мм.dsλ λ = −′   
Минимизация хроматической аберрации положения линзового 

элемента с использованием пакета прикладных программ OPAL при 
сохранении значения линейного увеличения β0 = –0,532 изменила 
конфигурацию поверхностей линзы: r1 = 5,142; r2 = 3,835; d = 8 мм. 
Хроматизм положения уменьшился до величины 1, 2 0,179 мм,dsλ λ = −′  
что в процентном выражении составляет 10,75 %. Угол осевого луча 
на входе в градиентную среду имеет значение α2 = 0,0283, что согла-
суется с значением угла α2, определяющем минимальное значение 
коэффициента хроматической аберрации положения (см. рис. 2). 

Заключение. Рассмотренные методы расчета первичного осевого 
хроматизма дополняют один другого при анализе аберраций града-
нов с плоскими или сферическими поверхностями. Исследование 
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дисперсионных функций базового ПП и градиента ПП по параметру 
α2 показали их полезность при анализе осевого хроматизма градана, а 
также при определении влияния кривизны поверхностей линзы на 
минимум хроматической аберрации положения при заданных пара-
метрах градиентной оптической среды. Проведенное аналитическое 
исследование подтвердило перспективность применения численных 
методов оптимизации хроматизма при использовании в качестве па-
раметров кривизн поверхностей линзового элемента. 
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