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Для описания пространственно-неоднородных течений газа в переходном режи-
ме создана математическая модель на основе статистического метода частиц 
в ячейках и разработан алгоритм для расчета параметров течения разреженно-
го газа в вакуумной системе. В данной работе представлена схема расчета про-
водимости вакуумных систем в молекулярном и переходном режимах течения 
для частного случая изотермического течения газа в тонком капилляре без учета 
сорбционных явлений на его стенках. Основные допущения, принятые в модели: 
рассматривается идеальный одноатомный газ; столкновение молекул рассмат-
ривается как упругий удар жестких сфер; учитываются только бинарные 
столкновения; молекулы газа движутся хаотически; время столкновения стре-
мится к нулю; распределение скоростей молекул определяется законом Максвел-
ла; при взаимодействии молекул газа со стенкой коэффициент аккомодации ра-
вен единице. Данные, полученные в результате численного эксперимента, сопо-
ставлены с расчетом по эмпирическим зависимостям Кнудсена. 
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Введение. Полноценной теории, описывающей течение газа в пе-
реходном режиме течения 0,01 < Kn < 0,33 [1], в настоящее время не 
существует, несмотря на то, что исследования течения газа в этом ре-
жиме ведутся уже длительное время. Также пока не разработан метод 
расчета параметров течения в переходном режиме для систем с гео-
метрией любой сложности и позволяющий учесть скольжение на по-
верхности и взаимодействие молекул газа со стенкой и между собой. 

Существуют уравнения для вычисления потока газа через цилин-
дрические капилляры с произвольным отношением длины к радиусу, 
охватывающие весь диапазон чисел Кнудсена [2, 3], при не очень 
больших скоростях истечения, позволяющих пренебречь сжимаемо-
стью газа. Достаточно хорошо исследовано течение сжимаемого газа, 
включая «критический» режим при значениях числа Кнудсена ме-
нее 0,01 [4]. Однако учет сжимаемости газа в области молекулярно-
вязкостного режима течения представляет значительные трудности. 



Н.К. Никулин, О.А. Шемарова 

2 

Определенного успеха удалось достичь, используя численные мето-
ды решения кинетического уравнения Больцмана [5], однако этот 
подход очень сложен и подходит только для расчета систем с огра-
ниченным набором условий. 

В работе [6] предложен достаточно простой алгоритм расчета по-
тока сжимаемого газа во всем диапазоне режимов течения (от моле-
кулярного до вязкостного критического) через цилиндрический ка-
пилляр произвольной длины. За основу взято суперпозиционное 
уравнение из работы [2], представляющее поток газа lG  через длин-

ный капилляр в молекулярно-вязкостном режиме в виде трех состав-
ляющих: 

 ск ,l b g g M W

dP dP dP
G F N F N F N

dx dx dx
     (1) 

где первое слагаемое — вязкостный пуазейлевский поток, второе — 
поток скольжения, третье — молекулярный поток; Ng и NW — доли 
молекул, составляющие вязкостный и молекулярный потоки соответ-

ственно; (Ng + NW = 1); 
dP

dx
 — градиент давления. 

Алгоритм [5] в целом дает хорошее соответствие эксперименту 
от молекулярного до вязкостного режима течения. Расчет по уравне-
нию из работы [2] дает несколько лучшее совпадение с эксперимен-
том в молекулярном и начале молекулярно-вязкостного режима, за-
тем происходит прогрессирующее нарастание отклонения расчетных 
данных от экспериментальных. Тем не менее суперпозиционный 
подход физически не совсем корректен и носит несколько формаль-
ный характер, так как в переходном режиме течения газа одновре-
менно сказывается влияние внутреннего трения и молекулярного пе-
реноса. 

В [7] рассматриваются микротечения разреженного газа в пере-
ходном режиме. В простых геометрических структурах такие течения 
могут моделироваться аналитически (уравнения Навье—Стокса) или 
полуаналитически (линеаризованное уравнение Больцмана). 

Режим скольжения 10−3 < Kn < 10−1 [7] изучен достаточно по-
дробно, а для его описания разработана довольно простая математи-
ческая модель на основе уравнений Навье — Стокса с соответству-
ющими граничными условиями. Таким образом, важной особенно-
стью течения со скольжением является возможность описать его ана-
литической моделью или полуаналитически рассчитать скорость и 
проводимость для локального установившегося изотермического те-
чения между параллельными плоскими пластинами [8] или в цилин-
дрическом канале постоянного сечения (круговом [8], кольцевом [9], 
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прямоугольном [9, 10]). Эти модели являются достаточно точными 
только для ограниченного диапазона чисел Кнудсена, примерно до 
0,1 [11−14]. Для Kn > 0,1 экспериментальное исследование [15] или 
прямое численное моделирование методом Монте-Карло [16] пока-
зывают существенное расхождение с результатами моделирования, 
где были использованы граничные условия 1-го порядка, а условия 
скольжения 2-го порядка представляют довольно громоздкие выра-
жения [17−19]. Основной сложностью при использовании данной 
модели является определение коэффициентов аккомодации. Также 
следует отметить, что решение уравнений Навье — Стокса с гранич-
ными условиями 2-го порядка может быть весьма проблематичным 
для сложных геометрических структур, причем сложности вызывают 
как поиск аналитического, так и численного решения. 

Методы, которые используются для численного моделирования 
газовых потоков, зависят от степени разрежения газа. Таким образом, 
для вязкостного режима течения (сплошная среда) численное решение 
уравнений Навье — Стокса традиционными методами (метод конеч-
ных разностей, метод конечных объемов, спектральные методы и т. д.) 
не представляет сложностей. Для режима скольжения 10−3 < Kn < 10−1 
данный подход все еще действителен, но необходимо учитывать гра-
ничные условия скольжения на стенке канала. Karniadakis и Beskok 
[17] разработали спектральный алгоритм «flow», позволяющий при-
менять уравнения Навье — Стокса для моделирования газовых пото-
ков в вязкостном режиме и режиме скольжения. 

Для моделирования переходного режима течения газа лучше под-
ходят молекулярные методы. Метод прямого моделирования Монте-
Карло, разработанный Бердом [20], изначально широко использовался 
для расчета потоков разреженных газов [21−23]. Принцип численного 
эксперимента состоит в расщеплении физических процессов межмоле-
кулярных столкновений и движения частиц на временном шаге t. Мо-
делируемая среда заменяется системой из конечного числа W частиц, 
распределенных по ячейкам неподвижной сетки [24]. 

Рассмотренные методики расчета подтвердили необходимость 
разработки методики расчета параметров газа в переходном режиме 
течения, подходящей для систем с геометрией любой сложности, да-
ющей возможность учесть взаимодействие газа со стенкой и не 
накладывающей ограничений на скорость течения. 

Статистический метод частиц в ячейках.  Метод частиц в 
ячейках, разработанный Ф.Х. Харлоу [25], при правильном задании 
граничных условий позволяет достаточно точно смоделировать ис-
следуемый процесс. Суть метода заключается в следующем: модели-
руемая среда заменяется системой из конечного числа N частиц фик-
сированной массы (молекул исследуемого газа). Частицы распреде-
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лены в начальный момент времени по ячейкам неподвижной эйлеро-
вой сетки в координатном пространстве в соответствии с начальными 
координатами. 

В данный момент времени ta в каждой ячейке j находится N(a, j) 
частиц, обладающих некоторыми значениями скоростей. В методе 
используется расщепление физических процессов на временном шаге 
t, и процесс эволюции такой совокупности частиц на t можно раз-
делить на два этапа. 

I. Изменение внутреннего состояния совокупности частиц, нахо-
дящихся в ячейках, в предположении их неподвижности (столкно-
вительная релаксация). 

II. Смещение частиц пропорционально их скоростям и шагу по 
времени без изменения внутреннего состояния подсистем. Частицы 
только смещаются и взаимодействуют с границей контрольного объ-
ема и поверхностью канала (бесстолкновительная релаксация). 

В модели были приняты следующие основные допущения: 
1) рассматривается идеальный одноатомный газ; 
2) столкновение молекул рассматривается как упругий удар 

жестких сфер; 
3) учитываются только бинарные столкновения; 
4) молекулы газа движутся хаотически; 
5) время столкновения стремится к нулю; 
6) распределение скоростей молекул определяется законом 

Максвелла; 
7) при взаимодействии молекул газа со стенкой коэффициент ак-

комодации равен единице. 
В основе модели лежат следующие физические предпосылки: 

столкновения частиц считаются парными и мгновенными, а координа-
ты молекул — случайными величинами, распределенными по объему 
ячейки. Время между столкновениями рассчитывается в правильном 
соответствии со статистикой столкновений в идеальном одноатомном 
газе — является случайной величиной, распределенной по показатель-
ному закону, одинаковому для любой m-й пары молекул. 

Под столкновением подразумевается случайное событие, в ре-
зультате которого точка  1 , , N C c c  мгновенно изменяет свое 

значение на ,C  причем результатом столкновения может быть изме-

нение значений лишь какой-либо одной пары векторов ( , );i jc c  новые 

значения ( , )i j c c  пары, испытавшей столкновение, — случайные ве-

личины, но 
2

i j
ig




c c
G  и ( )ig i jg  c c  не меняются в результате 

столкновения. 
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Эволюция точки C(t) определяется последовательностью столк-
новений, разделенных случайными интервалами времени T. Вероят-
ность того, что в ячейке объемом V, в которой находится N частиц, в 
момент времени t столкнулась пара частиц ( , )i jc c  номером 

m = 1, 2,…, Nпр
 Nп (при условии, что в данный момент столкновение 

одной из пар состоялось), равна [26] 

 
ω

,
λ
m

mP   (2) 

где 
σ

ω ;ij
m

g

V
  2π

σ ( )
4 sg Cd d   — полное сечение столкновений; 

1

λ ω
k

m
m

   — условная частота столкновений пар при фиксированном 

наборе g1, …, gk. 
Время ожидания столкновения имеет распределение 

 λτ(τ) { τ} 1 ,F P T e     (3) 

которое не зависит от выбора начала отсчета и от пары (ci, cj), реали-
зующей это столкновение, и определяется состоянием C всей систе-
мы в целом до столкновения. 

В соответствии с принятыми допущениями g(g) = const. Пусть 
исследуемый интервал времени t равен времени свободного пробе-
га. На каждом интервале времени должно выполняться равенство: 

 c
1

Δ λ Δ ω ,


  
k

m
m

s t t  (4) 

где sc — среднее число столкновений. 
Плотность f (T) распределения слагаемых Ti, при которой среднее 

число столкновений st удовлетворяет равенству st = t , имеет вид 

 λ( ) λ , tf T e  (5) 

а соответствующее ей распределение 

λ

0

( ) ( ) 1 ,
t

tF T f T dT e    

 
1

λ ω .
k

m
m

   (6) 
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Важной особенностью F(T) является то, что время ожидания T 
очередного столкновения определяется состоянием всей системы ча-
стиц в ячейке и, следовательно, оно не зависит от того, столкновение 
какой пары m разыгрывается. 

 
Алгоритм реализации математической модели. 
Этап I. Алгоритм моделирования столкновений 
Пусть исследуемый интервал времени t порядка времени сво-

бодного пробега. 
1. В системе из N частиц в ячейке для каждой частицы разыгры-

вается вектор скорости (модуль скорости и два угла в сферической 
системе координат). В ячейке объемом V, в которой находится N ча-
стиц, выбирается пара (ci, cj) с номером m в соответствии с условной 
вероятностью столкновения Pm. Далее датчиком случайных чисел ге-
нерируется случайное число , равномерно распределенное на участ-
ке [0; 1], и определяется номер пары m, испытавшей столкновение, 
из неравенства 

 
1

1 1

ξ .
r r

mi mi
i i

P P


 

    (7) 

2. Разыгрывается время T ожидания столкновения данной пары в 
соответствии с распределением по показательному закону:  

 λ( ) 1 .tF T e   (8) 

Генерируется случайное число  и решается уравнение 

 λ ln(1 ζ)
ζ 1 .

λ
Te T 

      (9) 

Время накапливается в счетчике: 
1

.
n

i n
i

T S


  

3. Если Sn ≤ t, то скорости ci, cj заменяют на скорости ,i j c c  по-

сле столкновения. Так как при моделировании твердыми сферами 
вектор относительной скорости g  ориентирован случайным образом, 
то, предполагая сохранение количества движения, можно получить 
выражения для скорости молекулы газа после столкновения: 

 
1

( ) ,
2i i j ijg     c c c n  (10) 

где n — единичный вектор, сферические координаты которого выби-
раются случайным образом в соответствии с распределениями 

ψ
(ψ) ψ ,

2π

d
f d   
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σ( , θ)

(θ) θ sinθ θ.
σ( )

ij ij

ij ij

g g
f d d

g g
  (11) 

Цикл из шагов 2 и 3 повторяется ровно sc раз: 

 
c c 1Δ .s sS t S    (12) 

Этап II. Алгоритм сдвига 
Алгоритм сдвига можно представить выражением смещения 

каждой i-й частицы: 
 ( Δ ) ( ) Δ .it t t t  r r c  (13) 

На этом этапе также моделируется взаимодействие частиц с по-
верхностью канала. Отражение от стенок канала моделируется по 
диффузному закону [27]. 

При диффузном законе распределения молекул при отражении от 
стенок число молекул dN, попавших в элементарный телесный угол 
d  = 2 sin  d , пропорционально cos , т. е. 

 θ Ω cos θ,dN Nd  (14) 

откуда плотность вероятности распределения молекул по углу 

 (θ) sin θ cos θ.p A  (15) 

Из условия нормировки 
π/2

0

(θ) θ 1p d   коэффициент A = 2. Угол  

определяется по формуле: 

 
θ

0

(θ) θ τ,p d   (16) 

следовательно, θ arcsin τ.  

Этап III. Расчет проводимости системы 
Численный эксперимент дает большое количество информации 

об эволюции C(t) каждой частицы рассматриваемой системы. В ре-
зультате расчета мы имеем информацию о концентрации газа в каж-
дой ячейке эйлеровой сетки (количестве частиц в объеме ячейки). 
Обладая этой информацией, можно без труда определить давление в 
любой точке системы и вычислить проводимость по формуле [8] 

 
1 2

,
Q

U
p p




 (17) 

где Q — поток газа, задаваемый как исходные данные. 
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Рис. 1. Изменение проводимости U цилиндрического трубопровода 

(D = 0,01 м, l = 0,5 м) в зависимости от числа Кнудсена (Kn): 

× — метод частиц в ячейках, ─ — эмпирические зависимости Кнудсена [1] 

 
На рис. 1 представлено сравнение полученных в результате рас-

чета методом частиц в ячейках значений проводимости со значения-
ми, полученными по формулам Кнудсена [1], которые, по сути, яв-
ляются эмпирическим обобщением экспериментальных исследова-
ний. Представлена оценка погрешности проводимости UPIC

 , вычис-
ленной методом частиц в ячейках, относительно проводимости, 
вычисленной по формулам Кнудсена UKn: 

δ 100%.Kn PIC

Kn

U U

U


   

В молекулярном и переходном режимах течения данный метод 
дает высокую точность. В вязкостном режиме точность метода сни-
жается, так как уже начинается область сплошной среды (рис. 2). 

В рассмотренной модели на основе статистического метода ча-
стиц в ячейках точность описания поведения газовой среды в боль-
шой степени зависит от точности задания граничных условий. Дан-
ная модель может быть использована для расчета газовых течений в 
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системах с большими потоками (нет ограничений по величине скоро-
сти потока), а также для каналов и профилей с геометрией любой 
сложности, позволяет учесть процессы сорбции газа на поверхности 
канала и градиент температуры в системе. 

 
Работа выполнена в рамках гранта НШ-6131.2012.8 и по го-
сударственному заданию высшим учебным заведениям на 2013 и на 
плановый период 2014 и 2015 гг. в части проведения научно-
исследовательских работ и отчетах о научной деятельности за 
2012 г. (№ 7.803.2011). 
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