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В статье на примере лабораторной работы «Интерполирование функций кубиче-
скими сплайнами» предлагается методика проведения лабораторной работы по 
курсу «Численные методы», основанная на методических расчетах на сгущающих-
ся сетках с целью решения задачи с заданной точностью. Дана постановка зада-
чи, определение сплайна, вывод трехдиагональной системы линейных алгебраиче-
ских уравнений (которую можно решить методом прогонки) для нахождения ко-
эффициентов кубического сплайна. Подробно рассмотрен случай равномерной 
сетки. Объяснена необходимость использования тех или иных граничных условий, 
например условия равенства нулю второй производной сплайна для получения за-
мкнутой системы уравнений. Дано обоснование сходимости процесса интерполи-
рования кубическими сплайнами и проведена оценка погрешности. Описана мето-
дика выполнения лабораторной работы, алгоритм методических расчетов, способ 
выбора шага сгущения сетки. Приведен пример приближения функции интерполя-
ционным кубическим сплайном. Показано, что для успешного освоения студентами 
численных методов необходимо проводить лабораторные работы по методикам, 
позволяющим с помощью тестовых методических расчетов контролировать точ-
ность результатов и находить численные решения рассматриваемых в работе 
задач с заданной точностью. 
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Введение. Основными целями лабораторной работы по числен-

ным методам являются освоение изучаемого в работе численного ме-
тода и нахождение численного решения рассматриваемой задачи с 
требуемой точностью. 

В данной работе на примере лабораторной работы «Интерполи-
рование функций кубическими сплайнами» предлагается методика 
проведения лабораторной работы по курсу «Численные методы», ос-
нованная на методических расчетах на сгущающихся сетках с целью 
решения задачи с заданной точностью. 

Постановка задачи. Пусть на отрезке [ , ]a b  определена некоторая 
функция ( ),f x  однако полная информация о ней отсутствует. Известны 

только ее значения в узловых точках сетки ,
ih  введенной на [ , ] :a b  

  0 1 1 ,... ...
ih i i na x x x x x b          (1) 
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где , 0, 1, ...,ix i n  и 1,  1, 2, ...,i i ih x x i n    — узловые точки и 
шаги сетки соответственно. 

Требуется по известным значениям ( ),  0, 1,...,i if f x i n   по-
строить на отрезке [ , ]a b  функцию ( ),S x  достаточно близкую к 

( ).f x  Функцию ( )f x  принято называть интерполируемой, ( )S x  — 

интерполирующей функцией, а точки ix  —  узлами интерполяции.  
Поставленную в общей форме задачу о приближении функций бу-

дем решать с помощью интерполяционного кубического сплайна [1–4]. 
Построение интерполяционного кубического сплайна. Назо-

вем отрезок 1[ , ],  1, 2, ..., ,i ix x i n   i-м частичным отрезком. 
Интерполяционным кубическим сплайном для функции ( )f x  

называется функция ( ),s x  удовлетворяющая следующим условиям: 

1) на каждом частичном отрезке 1[ , ],  1, 2, ...,i ix x i n   функция 
( )s x  является многочленом третьей степени; 

2) ( ),  ( )s x s x  и ( )s x  являются непрерывными функциями на от-
резке [ , ]a b ; 

3) выполнены условия интерполирования: ( ) ,  0, 1, ...,i is x f i n   
(рисунок). 

Интерполирование функции ( )f x  

На каждом из частичных отрезков 1[ , ]i ix x  сплайн будем искать 
в виде 

 2 3
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ,i i i i i i i is x a b x x c x x d x x           (2) 

1[ , ],  1, 2,..., .i ix x x i n   
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Из условия непрерывности в узлах сплайна, его первых и вторых 
производных получаем 

 1( ) ( ),   1, 2,..., 1;i i i is x s x i n     (3) 

 1( ) ( ),   1, 2,..., 1;i i i is x s x i n      (4) 

 1( ) ( ),   1, 2,..., 1.i i i is x s x i n      (5) 

Кроме условий (3)–(5), которые должны выполняться во внут-
ренних узловых точках сетки (1), на концах отрезка [ , ]a b  также 
должны выполняться дополнительные условия [3, 4]: 

 1 0( ) 0,   ( ) 0.n ns x s x     (6) 

Из (2) (см. рисунок) имеем 1 1( ) ,  1, 2,..., ,i i i is x a f i n     и 

1 1( ) ,  0, 1, 2,..., 1.i i i is x a f i n      
Отсюда и из (3) получаем 

 2 3
1 ,  1, 2,..., .i i i i i i i if b h c h d h f i n        (7) 

Найдем первую и вторую производные функции (2): 
2

1 1( ) 2 ( ) 3 ( ) ,i i i i i is x b c x x d x x        

1 1( ) 2 6 ( ),   [ , ],  1, 2,..., .i i i i i is x c d x x x x x i n        

Отсюда и из условий (4) и (5) следует 

 2
12 3 ,   1, 2,..., 1,i i i i i ib c h d h b i n       (8) 

 12 6 2 ,   1, 2,..., 1.i i i ic d h c i n      (9) 

Дополнительные условия (6) приводят к соотношениям 

 1 0,   2 6 0.n n nc c d h     (10) 

Формальное введение еще одного неизвестного 1nc  , которое при 
этом будем считать равным нулю, позволяет из (9) и второго равен-
ства (10) получить выражения для определения коэффициентов id  
сплайна  

 1 ,   1,..., .
3

i i
i

i

c c
d i n

h
 

    (11) 

Из (7) следует 

21 ,   1,..., .i i
i i i i i

i

f f
b c h d h i n

h


     

После подстановки id  в последнее выражение получаем 
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 1
1(2 ),   1,..., .

3
i i i

i i i
i

f f h
b c c i n

h





      (12) 

Подставим (12) в (8): 

21
1(2 ) 2 3

3
i i i

i i i i i i
i

f f h
c c c h d h

h





      

1 1
1 2

1

(2 ),   1,..., 1.
3

i i i
i i

i

f f h
c c i n

h
 

 



      

Используя (11), находим 

2
1 1

1

3( )
(2 ) 2

3 3
i i i i i i

i i i i
i i

f f h c c h
c c c h

h h
 


 

      

1 1
1 2

1

(2 ),   1,..., 1.
3

i i i
i i

i

f f h
c c i n

h
 

 



      

После преобразований получим систему линейных алгебраиче-
ских уравнений с трехдиагональной матрицей относительно коэффи-
циентов ,ic  которую можно решить методом прогонки [1–3]: 

1 1
1 1 1 2

1

1 1

2( ) 3 , 1, 2,..., 1;

0,   0.

i i i i
i i i i i i i

i i

n

f f f f
h c h h c h c i n

h h

c c

 
   





  
       

 
 

 

  (13) 

Замечание .  Из условий интерполирования и гладкости сплайна 
(3)–(5) получаются (4 2)n   уравнения для определения 4n  коэффи-

циентов , , , ,   1,...,i i i ia b c d i n  (см. (2)). Для получения замкнутой 
системы уравнений используются те или иные граничные условия, 
например условия равенства нулю второй производной сплайна ( )s x  
(6) (см., например, [3–6]). 

Случай равномерной сетки. Если узлы равноотстоящие, то 
constih h  , ( )h b a n  и система (13) упрощается: 

 
1 1

1 2 2

1 1

2
4 3 , 1,2,..., 1;

0,   0.

i i i
i i i

n

f f f
c c c i n

h

c c

 
 



       
 
 

   (14) 

Остальные коэффициенты находятся по формулам 

1,i ia f   

 1
1(2 ),

3
i i

i i i

f f h
b c c

h





     (15) 
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1 ,   1, 2,..., .
3

i i
i

c c
d i n

h
 

   

Приближение функций с помощью интерполяционного кубиче-
ского сплайна является сходящимся процессом: при неограниченном 
увеличении числа узлов сетки соответствующая последовательность 
сплайн-функций сходится к интерполируемой функции. Сформули-
руем соответствующую теорему для случая равномерной сетки. 

Пусть ( )hs x  — интерполяционный кубический сплайн, постро-
енный для функции ( )f x  на отрезке [ , ]a b  с равноотстоящими узла-

ми, т. е. ( ) ( ),hs a ih f a ih    ( ) ,h b a n   0, 1,..., .i n  Необходимо, 
чтобы на отрезке [ , ]a b  функция ( )f x  имела непрерывные произ-

водные до четвертого порядка включительно: (4)( ) [ , ]f x C a b . Тогда 
имеет место следующая теорема [1]. 

Теорема. Для функции (4)( ) [ , ]f x C a b  справедливы оценки 

4
4[ , ]

( ) ( ) ,h C a b
f x s x M h   3

4[ , ]
( ) ( ) ,h C a b

f x s x M h    

2
4[ , ]

( ) ( ) ,h C a b
f x s x M h    (4)

4 [ , ]
( ) ,

C a b
M f x  

где 
[ , ] [ , ]

( ) max | ( )|
C a b a b

g x g x  — норма, введенная в линейном про-

странстве непрерывных функций на отрезке [ , ],a b  ( ) [ , ].g x C a b  
Из этих оценок следует, что при 0h   (т. е. при n  ) после-

довательности ( ),  ( ),  ( )h h hs x s x s x   сходятся соответственно к функци-
ям ( ),  ( ),  ( )f x f x f x  . 

Методика проведения лабораторной работы. Для восстановле-
ния функции ( )f x  с заданной точностью необходимо путем методи-
ческих расчетов подобрать шаг сетки. 

Алгоритм методических расчетов состоит в следующем. Для оцен-
ки качества восстановления функции ( )f x  с помощью сплайна необхо-
димо взять известную функцию, построить таблицу значений 

( )if f a ih   этой функции, заданной на отрезке [ , ],a b  с шагом 

( )h b a n   и построить интерполяционный сплайн. Для сравнения 

значений ( )if f a ih   и is  необходимо выбрать контрольные точки, 
в качестве которых можно взять середины частичных отрезков перво-
начального разбиения (например, 5n  ). Узловые точки в качестве кон-
трольных точек не могут быть использованы, поскольку по этим значе-
ниям строится сплайн. 

Далее число разбиений увеличиваем на 5, строим сплайн и вы-
числяем значения сплайна в серединах новых частичных отрезков. 
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Среди 25 точек нового разбиения окажутся все контрольные точки, 
которые необходимо только отобрать, чтобы провести сравнение с 
предыдущим расчетом. Если сравнение оказалось неудовлетвори-
тельным, то сгущение сетки нужно продолжать, увеличив число раз-
биений отрезка еще на 5. При этом число точек текущего разбиения 
будет равно 125, среди которых вновь окажутся все точки первона-
чального разбиения, т. е. все контрольные точки. Сгущение сетки 
следует продолжать до тех пор, пока значения сплайна в контроль-
ных точках не перестанут зависеть от числа разбиения отрезка [ , ]a b  
(например, с точностью до четырех значащих цифр после запятой). 
Результаты вычислений с последним числом разбиений необходимо 
взять в качестве результатов расчетов, которые необходимо сравнить 
с точными значениями функции ( )f x . 

Замечание .  В качестве шага сгущения сетки можно взять любое 
нечетное число: 3, 7, 9 и т. д.  

В силу изложенного выше предлагается следующая последова-
тельность выполнения лабораторной работы [7–9]: 

1. Провести вычисления при 5,  25,  125n  . 
2. Построить таблицу значений ( )if f a ih   функции ( )f x , за-

данной на отрезке [ , ]a b  с шагом ( )h b a n  . 
3. По полученной таблице вычислить коэффициенты сплайна, 

используя метод прогонки. 
4. Вычислить значения сплайна и заданной функции в серединах 

получившихся отрезков, т. е. в точках ( 0,5) ,  1, 2,..., .cix a i h i n     
5. Оформить таблицу, столбцами которой являются: 
а) координаты контрольных точек: ( 0,5) ,cix a i h    h   

( ) 5;b a   1, 2, 3, 4, 5;i   

б) значения заданной функции в контрольных точках ( ),ci cif f x  
1, 2, 3, 4, 5;i   
в) значения сплайна в контрольных точках: 

  при 5n   

2 3

1 , 1, 2, 3, 4, 5;
2 4 8
i i i

i i

b h c h d h
s f i      

при 25n   

2 3

1 ,   3 5 ,   1, 2, 3, 4, 5;
2 4 8
i i i

i i

b h c h d h
s f i j j        

при 125n    
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2 3

1 ,   13 25 ,   1, 2, 3, 4, 5.
2 4 8
i i i

i i

b h c h d h
s f i j j        

6. Если результаты расчетов окажутся неудовлетворительными, 
то сгущение сетки следует продолжить: необходимо провести расче-
ты с числом разбиений 625n   и вычислить значения сплайна ,is  

63 125 ,i j   1, 2, 3, 4, 5.j   
В пунктах 5 и 6 значения индекса «i» означают номера частичных 

отрезков соответствующих разбиений, середины которых являются 
контрольными точками. 

Пример. В качестве примера рассмотрим функцию ( ) xf x e  на 
отрезке [0; 2,5] . Результаты расчетов приведены в таблице. Расчеты 
показывают, что при 125n   с точностью до пяти значащих цифр по-
сле запятой значения интерполяционного кубического сплайна сов-
падают со значениями функции ( ) .xf x e  

 
x  ( ), 5s x n   ( ), 25s x n   ( ), 125s x n   ( )f x  

0,25 
0,75 
1,25 
1,75 
2,25 

1,29592 
2,11100 
3,50043 
5,71693 
9,62283 

1,28406 
2,11700 
3,49034 
5,75460 
9,48813 

1,28403 
2,11700 
3,49034 
5,75460 
9,48774 

1,28403 
2,11700 
3,49034 
5,75460 
9,48774 

 
Заключение. Лабораторные работы по численным методам яв-

ляются неотъемлемой частью учебного процесса. Рассмотренный 
пример лабораторной работы показывает, что для эффективного ис-
пользования такой формы обучения и успешного освоения студента-
ми изучаемых методов необходимо проводить лабораторные работы 
по методикам, позволяющим с помощью тестовых методических 
расчетов контролировать точность результатов и находить числен-
ные решения рассматриваемых в работе задач с заданной точностью. 
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