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Введение. В Московском государственном техническом универси-

тете имени Н.Э. Баумана с 1998/99 учебного года читается обязатель-
ный семестровый курс «Дополнительные главы теории случайных про-
цессов» для студентов специальности «Прикладная математика»  
факультета «Фундаментальные науки». С 2005/06 учебного года чита-
ется второй обязательный семестровый курс «Марковские модели си-
стем с взаимодействием» для студентов той же специальности. Учебная 
программа дисциплины за пятнадцать лет чтения лекций претерпела 
значительные изменения, вызванные как внутренним развитием содер-
жания специального курса — накоплением опыта изложения новой 
предметной области, — так и внешними условиями — увеличением 
числа учебных часов, отводимых на курс, появлением у каждого сту-
дента индивидуальных вычислительных средств (ноутбуков) и т. д. Из-
менения в читаемом курсе связаны с созданием и развитием программ-
ного пакета численных расчетов MATLAB, аналитических решателей 
MAPLE, MATHEMATICA и других мощных компьютерных численных 
и символьных систем с визуализацией данных. 

По разным причинам менялись содержание и формы контроля 
знаний студентов — изменялись структура и объем домашних зада-
ний (типовых расчетов), переход с приема зачетов на прием экзаме-
нов в конце семестра, переход на модульно-рейтинговую систему 
проведения зачетов и экзаменов. Изменений потребовал новый Фе-
деральный стандарт высшего образования по направлению подготов-
ки «Прикладная математика» для магистров. 

По специальному курсу изданы учебные пособия [1, 2]. Методи-
ческое обеспечение дисциплины докладывалось на конференциях [3, 
4, 5]. Программа годового курса обсуждалась специалистами на се-
минаре отдела дискретной математики МИРАН им. В.А. Стеклова. 
По своей прикладной направленности содержание представляемого 
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курса является оригинальным. Близкие курсы по марковским процес-
сам и их приложениям читаются в Брисбенском [6, 7] и Ливерпуль-
ском университетах [8]. 

В настоящей публикации рассматриваются методические осо-
бенности выполнения студентами специальности «Прикладная мате-
матика» домашнего задания (типового расчета) [2, 5] по курсу мате-
матического моделирования дискретных стохастических систем. 

Содержание специального курса. Для понимания дальнейшего 
изложения в данной статье кратко опишем предметное наполнение 
читаемых курсов. Прикладной основой дисциплины является внема-
тематическое понятие схемы взаимодействий — в различных обла-
стях естествознания и техники системы с взаимодействиями и пре-
вращениями составляющих их элементов задаются кинетическими 
схемами. Содержание курса определено в основном учебниками и 
статьями [9–15]. 

В первом семестровом курсе «Дополнительные главы теории 
случайных процессов» излагаются основы аналитического метода 
для марковских процессов с дискретными состояниями. Рассматри-
ваются одномерные и многомерные процессы рождения и гибели  
линейного типа, соответствующие схемам превращений: 1 2T T  (ор-

динарная); 1 2 nT T T    (последовательная); 1 2 3,T T T  (парал-

лельная); 1 2T T ; 2 3 4,T T T  (последовательно-параллельная); 

1 2 1nT T T T     (простая циклическая); 2T T  (автоката-

лиз); ,T kT  = 0,1,2,k   (цепная с ветвлением); 0 ;T  0T   

(система массового обслуживания / /M M ) [9, 11, 13, 16]. 
Во втором семестровом курсе «Марковские модели систем с  

взаимодействием» рассматриваются процессы рождения и гибели 
квадратичного типа, соответствующие схемам с парными взаимодей-
ствиями: 2T T  (бинарная); 1 2 3T T T   (бинарная); 1 2 4T T T  ; 

1 3 5T T T   (параллельная); 1 2 3T T T  ; 3 1 2T T T   (двусторонняя); 

1 2 2 3T T T T    (катализ) и др. 
В общем случае системы с превращениями и взаимодействиями 

составляющих их элементов типов 1, , nT T  задаются кинетически-
ми схемами вида [11, 16, 17]: 
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где i
j , i

j , = 1, ,i l , = 1, ,j n  — целые неотрицательные числа. 

Схемой (1) может быть учтено поступление элементов извне (откры-
тая система) и образование конечных элементов (финального про-
дукта). 

В начале учебного курса излагается классический детерминиро-
ванный подход к моделированию кинетической схемы (1). Вводят 
количество ( )ix t  элементов типа iT , = 1, , ,i n  в момент времени t , 

[0, )t  . Функции 1( ), , ( )nx t x t  удовлетворяют системе нелиней-
ных обыкновенных дифференциальных уравнений, или кинетических 
уравнений [16],  
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с начальными условиями 0 0
1 1(0) = , , (0) =n nx x x x . Вид функций 

1, , nf f  определяется схемой (1) по законам формальной кинетики 

[16]: для ординарной схемы превращений 1 2T T  полагают 

1 1= ;x x  2 1=x x ; для бинарной схемы взаимодействий 1 2 3T T T   

полагают 1 1 2=x x x ; 2 1 2=x x x ; 3 1 2=x x x , где > 0  — константа. 

В прикладных задачах функции 1, , nf f  являются многочленами 
степени не выше третьей. 

Содержание курса главным образом основано на вероятностной 
модели [11, 14, 15] для схемы взаимодействий (1) в виде однородного 
во времени многомерного марковского процесса 1( ( ), , ( )),nt t   

[0, ),t   на дискретном фазовом пространстве  

1={ = ( , , ), = 0, 1, 2, , =1, , }.n
n iN i n       

Состояние 1( , , )n   соответствует наличию 1  элементов типа  

1, , nT   элементов типа nT , и строке 1 1 1 1
i i i i

n n n nT T T T         

соответствует скачок случайного процесса из состояния 1( , , )n   в 

состояние 1 1 1( , , )i i i i
n n n        . Если процесс для каждого из 

состояний 1( , , )n   может совершить скачок только в состояние 

1( , , )n   такое, что | | 1i i    для = 1, , ,i n  то имеем 
многомерный процесс рождения и гибели [18]. В состоянии 

1( , , )n   процесс находится случайное время с показательным 
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распределением, зависящим от параметров таким образом, что сто-
хастическая модель и детерминированная модель (2) связаны «термоди-
намическим предельным переходом» [19]. 

Кратко перечислим разделы годового курса. 
Целочисленные неотрицательные случайные величины и их про-

изводящие функции. Факториальные моменты. Мультипликативное 
свойство. Экспоненциальные производящие функции. Многомерные 
производящие функции. 

Переходные вероятности однородных марковских процессов со 
счетным множеством состояний = {0,1,2, }.N   Инфинитезималь-
ные характеристики и их вероятностная интерпретация. Классифика-
ция состояний. Вывод первой и второй (линейных) систем диффе-
ренциальных уравнений Колмогорова для переходных вероятностей. 

Процессы гибели и размножения, вложенная цепь Маркова для 
которых является случайным блужданием. Оператор обобщенного 
дифференцирования Гельфонда — Леонтьева. Свертка с помощью 
производящих функций первой и второй систем уравнений для пере-
ходных вероятностей. Асимптотическое поведение средних для про-
цессов чистого размножения пуассоновского, степенного и линейно-
го типов. Процессы квадратичного и полиномиального типов. 

Ветвящийся процесс и его уравнения. Вывод свойства ветвления 
для переходных вероятностей и нелинейного (третьего) дифференци-
ального уравнения. Интерпретация ветвящегося процесса через ча-
стицы. Приложения в физике. Цепная ядерная реакция размножения 
нейтронов ,T kT  = 0,1,2,k   Докритические, критические, над-
критические процессы и вероятностный смысл параметра критично-
сти. Вычисление вероятности вырождения. 

Структура множества марковских процессов при дискретном фа-
зовом пространстве .nN  Марковские процессы с взаимодействием. 
Второе уравнение для многомерной производящей функции пере-
ходных вероятностей. Конструктивное описание как процессов с вза-
имодействием частиц. Схема взаимодействий. Иммиграция частиц, 
финальные частицы. Ветвящиеся процессы с взаимодействием. Пер-
вое и второе уравнения для экспоненциальной производящей функ-
ции и производящей функции переходных вероятностей (уравнения в 
частных производных). Ветвящиеся процессы. Свойство ветвления и 
нелинейная система обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Приложения в формальной кинетике. Детерминированная и ве-
роятностная модели мономолекулярной реакции 1 2.T T  Явное ре-
шение уравнений марковского процесса и предельная теорема при 
большом начальном числе частиц. Бимолекулярные реакции 

1 2 3T T T   и 2T T  и закон действующих масс. 
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Приложения в экологии. Детерминированная и вероятностная 
модели системы хищник — жертва. Применение статистического 
моделирования. Стохастическая модель эпидемии. Пороговая пре-
дельная теорема для финальных вероятностей. Приложения в техни-
ке. Вычисление стационарного распределения для системы массового 
обслуживания 0 ;T  0.T   

Сведения из истории развития теории случайных процессов. 
Макроскопический и микроскопический, детерминистический и сто-
хастический, непрерывный и дискретный подходы при построении 
математических моделей сложных систем. Перечисление основных 
схем взаимодействий, задача классификации схем. 

В курсе «Дополнительные главы теории случайных процессов» раз-
бираются примеры применения аналитических методов решения диф-
ференциальных уравнений Колмогорова для переходных вероятностей 
процесса 1( ( ), , ( ))nt t   для моделей схем (1) в случае процессов ли-
нейного типа. При решении уравнений для марковских процессов ис-
пользуется аппарат производящих функций и методы теории ветвящих-
ся процессов [13]. Дается типовой расчет по явным решениям таких 
уравнений — используются методы обыкновенных дифференциальных 
уравнений, уравнений в частных производных первого порядка, инте-
гральные преобразования, а также асимптотические методы. 

В курсе «Марковские модели систем с взаимодействием» в  
случае процессов квадратичного типа уравнения Колмогорова явля-
ются уравнениями в частных производных второго порядка смешан-
ного типа. Поэтому в типовом расчете [2] в большей степени приме-
няются численные методы. Для исследования случайных процес- 
сов 1( ( ), , ( ))nt t   студентами используется итерационный алго-
ритм моделирования на ЭВМ процессов с дискретными состояниями 
[12] и метод Монте-Карло статистических испытаний [18]. 

В работах [6, 8, 11] предложены ограниченные по применению 
аналитические методы решения дифференциальных уравнений для 
переходных вероятностей процесса 1( ( ), , ( ))nt t   для схемы (1) в 

случаях 2l   и 2.n   
Задачи типового расчета. Приведем ряд вариантов типового 

расчета по марковским процессам рождения и гибели квадратичного 
типа [5]. Все схемы взаимодействий взяты из технической и есте-
ственно-научной литературы и публиковались в связи с прикладны-
ми задачами, рассматривавшимися на основе теории марковских 
процессов с дискретными состояниями. 

2 ;T T  0,2 ;T T  квазистационарное распределение [7]. 
3 2 ;T T 2 3 ;T T  0;T   0 ;T  бистабильная система [17]. 

1 22 ;T T  2 10, ;T T  два поглощающих состояния [11]. 
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1 2 1 10, , 2 ;T T T T   1 0;T   размножение нейтронов с выгорани-
ем ядерного топлива [20]. 

1 2 12 3 ;T T T   1 20,2 ;T T  10 ;T  брюсселятор [12, 21]. 

1 2 2 4T T T T   ; 1 0;T   10 ;T  каталитический реактор с фи-
нальным продуктом [16]. 

1 2 4;T T T   4 3;T T  короткоживущее промежуточное соедине-
ние [17]. 

1 22T T ; 2 12 ;T T   равновесная схема [22]. 

1 2 3 4;T T T T    3 4 1 2;T T T T    двусторонняя схема [22]. 

1 2 1T T T  ; 1 0;T   эпидемия Вейса [11, 23]. 

1 2 1T T T  ; 1 10,2T T ; эпидемия Вейса с размножением пере-
носчиков [24]. 

1 2 1T T T  ; 1 0;T   1 20 ,T T ; открытая эпидемия Вейса [24]. 

1 2 12T T T  ; 1 0;T   эпидемия Бартлетта — Мак-Кендрика  
[25, 26]. 

1 2 12T T T  ; 1 0;T   20 T ;  повторяющаяся эпидемия [25, 27]. 

1 2 12T T T  ; 1 0;T   2 0;T   1 20 ,T T ;  общая эпидемия [15]. 

1 2 12T T T  ; 1 3 2 3,T T T T  ; замкнутая эпидемия. 

1 3 1T T T  ; 2 3 2;T T T   1 0T  ; 2 0;T   эпидемия Беккера [24]. 

1 2 1 3T T T T   ; 1 3 1;T T T   1 0;T    эпидемия Гани [28]. 

1 2 1T T T  ; 1 0T  ; 2 3;T T  10 T  [29]. 

1 2 12T T T  ; 1 3T T ; 3 2;T T  эпидемия с приобретением им-
мунитета [30]. 

1 2 1 22T T T T   ; 1 12T T ; система носитель — паразит [24]. 

1 2 12T T T  ; 1 0T  ; 2 22 ;T T  трехпараметрическая система 
хищник — жертва [17, 15, 11]. 

1 2 10,2T T T  ; 1 0T  ; 2 22 ;T T  четырехпараметрическая си-
стема хищник — жертва [31, 32]. 

1 2 10,2 ;T T T   1 0;T   2 22 ;T T  10 ;T  система с иммиграци-
ей [32]. 

1 2 1 2,T T T T  ; 1 12T T ; 2 22T T ; 1 12T T ; 2 22T T ; конку-
ренция двух видов [15, 32]. 

1 2 1 2,T T T T  ; 1 12 ;T T  2 22 ;T T  взаимодействие двух видов 
[15]. 

1 2 2T T T  ; 1 10,2T T ; 2 20,2T T ; 1 20 ,T T ; открытая система 
[29]. 
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1 2 3T T T  ; 3 2 4T T T  ; 10 T ; система массового обслужива-
ния [33, 34]. 

В первой части типового расчета студентом по схеме взаимодей-
ствий марковского процесса выписываются первое и второе уравне-
ния для производящих функций переходных вероятностей [2, 11]. Из 
второго уравнения «термодинамическим предельным переходом» 
(при большом числе частиц) выводится система дифференциальных 
уравнений  (2) для детерминированной модели кинетической схемы 
[9, 19, 25]. Находятся точки стационарности системы дифференци-
альных уравнений и проводится их анализ на устойчивость. 

Во второй части типового расчета дается наглядное графическое 
описание скачков процесса рождения и гибели на дискретном фазовом 
пространстве и выписываются вероятностные распределения времени 
нахождения процесса в точке. На этой основе составляется и отлажива-
ется на ЭВМ численная модель случайного процесса 1( ( ), , ( ))nt t   в 
одном из пакетов MATLAB, Maple, Mathematica. Графики траекторий в 
зависимости от времени t  для детерминированной модели вида (2) да-
ются стандартной подпрограммой метода Рунге — Кутты, для марков-
ского процесса реализации строятся методом Монте-Карло. Выводятся 
графики детерминированных и стохастических траекторий на фазовых 
плоскостях. 

Определяются наличие иммиграции, поглощающих состояний — 
финального распределения, (квази)стационарного распределения, 
возможность ухода случайного процесса на бесконечность. Путем 
численных экспериментов определяется порядок начального состоя-
ния, при котором стохастические реализации близки к детерминиро-
ванным траекториям (если такая близость имеется). Анализируется и 
сравнивается поведение детерминированной модели и стохастиче-
ской модели при .t    

В третьей части типового расчета строится одномерная или дву-
мерная гистограмма финального распределения или (квази) стацио-
нарного распределения  путем многократного повторения численного 
моделирования случайного процесса (при большом промежутке вре-
мени моделирования [0, ]).t T  Статистическими экспериментами 
исследуется изменение гистограммы в зависимости от одного из па-
раметров (один из параметров интенсивности или начальное число 
частиц — по указанию преподавателя). Возможны значения парамет-
ров, когда гистограмма близка к плотности нормального закона, или 
плотности показательного распределения, или другому известному 
вероятностному распределению. Для некоторых схем взаимодей-
ствий преподавателем формулируются специальные вопросы о пове-
дении марковской модели сложной системы. 
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Пример. Квазистационарное распределение марковского 
процесса со схемой взаимодействий 2T T ; .T 0, 2T  В каче-
стве примера приведем частичные результаты для одного из вариан-
тов типового расчета. Рассматривается однородный во времени мар-
ковский процесс рождения и гибели  

( ), [0, ),t t    

на множестве состояний  

= {0, 1, 2, },N   

переходные вероятности  

( ) = { ( ) = | (0) = }ijP t t j i P  

которого при 0t    представимы в виде 1 2( > 0, > 0) :    

, 1 2 0 1

2 1

, 1 2 1

( ) ( ( 1) ) ( ),

( ) = 1 ( ( 1) ) ( ),

( ) = ( ),

( ) = ( ), 1, , 1,

i i

ii

i i

ij

P t i i p i t o t

P t i i i t o t

P t p it o t

P t o t j i i i





     

     
 

  

 

где 0 0,p   2 0,p  0 2 = 1.p p  Пример реализации процесса ( )t  

приведен на рис. 1 при значениях параметров 1 = 5,5,  2 = 0,1,  

0 = 0,1,p  2 = 0,9p  и начальном условии =100.i  

Рис. 1. Пример реализации случайного процесса ( )t  и траектория детер-
минированной модели ( )x t  

 Производящая функция переходных вероятностей  

=0

( ; ) = ( ) , | | 1,j
i ij

j

F t s P t s s


  
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удовлетворяет второму уравнению Колмогорова [11]  

2
2 2

2 1 2 02

( ; ) ( ; ) ( ; )
= ( ) ( )i i iF t s F t s F t s

s s p s p s
t s s

  
     

  
 

с начальным условием (0; ) = .iiF s s  
Для рассматриваемой автокаталитической реакции с кинетиче-

ской схемой 2 ;T T  0,2T T  уравнение детерминированной мо-
дели имеет вид  

2
1 2 0 2 0( ) = ( ) ( ) ( ), (0) =x t p p x t x t x x    

( ( )x t  — количество реагента ).T  Решение имеет вид 0 2( )p p   

 1 2 0 0
( )1 2 0

1 2 0 2 0 2 0

( )
( ) = .

( ( ) ) p p t

p p x
x t

p p x e x 

 
    

 (3) 

Пусть 2 0> .p p  Из (3) следует, что детерминированная модель 

( )x t  выходит при t    на стационарный уровень c =x  

1 2 0 2( ) / > 0.p p     Случайный процесс ( )t  длительное время 

находится в окрестности точки c ,x  но с вероятностью 1  попадает 
независимо от значений параметров в поглощающее состояние 0. 
Пример такой реализации процесса приведен на рис. 2. 

Рис. 2. Случайный процесс ( )t  с вероятностью 1 остановится в состоянии 0 
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На рис. 3 приведена полученная методом статистических испы-
таний гистограмма условного распределения значения случайного 
процесса (при условии непопадания случайного процесса в 0 ), по-
строенная по 1000  реализаций процесса ( )t  на фиксированном 
промежутке времени [0,50]  (рис. 1–3 даны при одинаковых значени-

ях параметров). Если точка стационарности cx  детерминированной 

модели не близка к 0 , то гистограмма близка к плотности нормаль-
ного закона. В [7] доказано существование предельного условного 
распределения  = ,( ) = | ( ) > 0, (0) =limtjq t j t i   P  = 1,2, ,j   и 

сделано предположение, что квазистационарное распределение близ-
ко к нормальному. 

Рис. 3. Гистограмма квазистационарного распределения 

Пример. Спиралевидные реализации марковского процесса 
рождения и гибели квадратичного типа , 1 2 1T T 2T  ,1T 0  

. 20 T  Приведем также пример двумерной стохастической модели 
из типового расчета. Рассматривается однородный во времени мар-
ковский процесс рождения и гибели  

1 2( ( ), ( )), [0, ),t t t     

на множестве состояний  

2
1 2 1 2={ = ( , ), , = 0, 1, 2, },N        
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переходные вероятности  

1 2

1 2

( , )
1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( ) = P{( ( ), ( )) = ( , ) | ( (0), (0)) = ( , )}P t t t 

           

которого при 0t    представимы в виде 2 1 0( > 0, > 0, > 0)     

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

( , )
2 1 2( 1, 1)

( , )
1 1( 1, )

( , )
0( , 1)

( , )
2 1 1 2 1 0( , )

( ) = ( ),

( ) = ( ),

( ) = ( ),

( ) = 1 ( ) ( ).

P t t o t

P t t o t

P t t o t

P t t o t

 
   

 
  

 
  

 
 

   

  

 

         

 

Скачки марковского процесса 1 2( ( ), ( ))t t   изображены на рис. 4. 

Рис. 4. Скачки двумерного марковского процесса 1 2( ( ), ( ))t t   на фазовой 
плоскости 

Экспоненциальная (двойная) производящая функция переходных 
вероятностей  1 2| | 1, | | 1s s    

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

( , )1 2
1 2 1 2 1 2( , )

, , , =0 1 2

( ; , ; , ) = ( )
! !

z z
F t z z s s P t s s

 
   
 

       

удовлетворяет первому и второму уравнениям Колмогорова [11]  

 

2 2

2 1 2 1 1 02
1 1 2 1 2

2
2

2 1 1 2 1 1 0 2
1 2 1

= ,

= ( ) (1 ) ( 1)

z z z
t z z z z z

s s s s s
t s s s

                              

  
       

   

    
 

  


 

с начальным условием 1 1 2 2
1 2 1 2(0; , ; , ) = .z s z sz z s s e 

  
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Случайный процесс интерпретируется как модель распространения 
инфекции в популяции с двумя типами особей: тип 1T  — инфициро-

ванные; тип 2T  — восприимчивые. Процесс 1 2( ( ), ( ))t t   введен в [25] 
как модель повторяющейся эпидемии и обобщает марковский процесс 
эпидемии Бартлетта — Мак-Кендрика допущением, что количество 
восприимчивых особей пополняется извне иммиграцией. Для кинети-
ческой схемы 1 2 12T T T  , 1 0T  , 20 T  уравнения детермини-

рованной модели имеют вид ( 1( )x t  — количество 1T , 2 ( )x t  — количе-

ство 2 )T  

 
1 2 1 2 1 1

2 2 1 2 0

= ;

=

x x x x

x x x

  
   




 (4) 

 с начальными условиями 0
1 1(0) =x x , 0

2 2(0) =x x . 
Система нелинейных уравнений (4) исследована в [25] путем ли-

неаризации в окрестности точки стационарности 0 1 1 2( / , / ).     При 

некоторых условиях на параметры показано, что 1( ),x t 2 ( )x t  пред-
ставляют собой затухающие колебания — траектория на фазовой 
плоскости 1 2x Ox  есть спираль, накручивающаяся на точку стацио-
нарности.  

Рис. 5. Пример детерминированной траектории и стохастической реализа-
ции для схемы 1 2 12 ,T T T  1 0,T   20 T  

 На рис. 5 приведен полученный методом Монте-Карло пример 
спиралеобразной реализации марковского процесса; значения парамет-
ров 2 = 0,00005,  1 = 0,5,  0 = 1000  и начальные условия 1 = 3000,  

2 = 0.  Процесс 1 2( ( ), ( ))t t   длительное время находится в окрестно-

сти точки стационарности 0 1 1 2( / , / ),     но с вероятностью 1  попада-
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ет независимо от значений параметров в поглощающее множество 
{(0,0), (0,1), (0,2), }.  Неизвестны аналитические или прямые вероят-
ностные методы исследования описанной марковской системы. 

Особенности выполнения студентами типового расчета. Вы-
полнение домашнего задания по рассмотрению детерминированной и 
стохастической моделей для схемы взаимодействий и численному мо-
делированию марковского процесса требует глубокого освоения теоре-
тических основ специального курса. Кроме того, одной из целей вы-
полнения типового расчета является развитие у учащихся самостоя-
тельности в выборе последовательности действий при решении кон-
кретной и объемной задачи в условиях неопределенности многих па-
раметров. 

При внешней простоте записи схемы взаимодействий (1) модели-
руемая система является многопараметрической уже в одномерном 
случае. Соответственно в рамках варианта типового расчета не ста-
вится задача полного исследования стохастической системы, а только 
рассмотрение в каждом варианте своего, важного для приложений 
«случая общего положения». В частности, подбор параметров для 
визуализации траекторий в компьютерной графике иногда приводит 
к остановке моделирующей программы, так как рассматриваемые 
случайные процессы имеют счетное множество состояний, а счетное 
множество нереализуемо в памяти компьютера. 

В зависимости от схемы взаимодействий и параметров модели 
часто имеется полное отличие поведения детерминированной 
траектории от поведения стохастической реализации — поведение 
вероятностной системы значительно многообразнее. Трудности у 
студентов при подборе значений параметров возникают всегда, когда 
стохастическая реализация становится близкой к детерминированной 
траектории, что возможно только при отношении значений параметров 
в 510 – 610  раз (например, для бистабильной системы). 

Возникают неясности при выборе отрезка времени для моделиро-
вания [0, ],t T  так как при многократном повторении численного 
моделирования случайного процесса одна или более реализаций из, 
например, 1000  выдаваемых компьютером реализаций процесса с 
отличной от нуля вероятностью может оказаться не соответствующей 
рамкам проводимого исследования. Наконец, время расчета гисто-
граммы на ЭВМ составляет порядка нескольких часов, и для умень-
шения этого времени требуется коррекция всех вводимых в програм-
му параметров и ограничений. 

Указанные детали работы над типовым расчетом труднопредска-
зуемы в конкретном варианте схемы взаимодействий и требуют кро-
потливости и вдумчивости от студента старшего курса при самостоя-
тельной работе над домашним заданием, времени для осмысления 
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возможных связей между параметрами и особенностями реализаций 
случайного процесса. Написание и отладка программы на ЭВМ пре-
подавателем не контролируются — результаты ошибок программи-
рования немедленно отображаются визуально при прогонке про-
граммы при измененных значениях параметров. 

Далее, в условиях неопределенности параметров и накладывае-
мых программных ограничений требуется специальными сериями 
различных визуальных экспериментов выделить «случай общего по-
ложения» и построить одномерные или двумерные гистограммы, не-
сущие информацию об исследуемом стохастическом объекте, в том 
числе по численной оценке осредненных характеристик вероятност-
ной системы. 

Самостоятельно, без подсказок преподавателя, типовой расчет по 
моделированию стохастических систем выполняют три-четыре сту-
дента из группы. В некоторых случаях в ходе проводимых консуль-
таций преподавателю приходится фиксировать некоторые параметры 
системы или упрощать первоначальную схему взаимодействий. 

Типовой расчет является иллюстрацией сложившихся подходов 
при построении математических моделей сложных систем: макро-
скопического и микроскопического, детерминистического и стоха-
стического, непрерывного и дискретного подходов, что вызывает 
неизменный интерес у учащихся. 

Заключение. В представленном курсе по марковским моделям 
сложных систем учитываются требования федерального стандарта 
высшего образования по направлению подготовки «Прикладная ма-
тематика» для магистров. Учащимся разрабатывается логическая 
схема последовательности выполнения расчетов при создании вы-
числительных систем математического моделирования (физико-
технических) систем и процессов, а также схемы моделирующих ал-
горитмов систем, которые реализовываются с использованием как 
языков общего назначения, так и пакетов прикладных программ 
(языков и систем) моделирования. 

Студент овладевает приемами постановки задач математического 
моделирования систем и процессов, а также знаниями для создания 
моделирующих вычислительных систем. Все это в курсе «Марков-
ские модели систем с взаимодействием» студенты осваивают, моде-
лируя и исследуя сложный марковский процесс и его детерминиро-
ванное приближение. 

В учебном пособии [2] сформулированы темы курсовых и ди-
пломных работ в форме задач. Прослушавшие специальный курс 
студенты участвуют в работе СНТО кафедры высшей математики, 
выступают с докладами на ежегодных конференциях «Студенческая 
весна». В работе этой и других конференций приняли участие и 
опубликовали свои результаты по марковским процессам ряд 
студентов, дипломников и аспирантов факультета ФН. 
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