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Эффективный коэффициент теплопроводности композита
при неидеальном контакте матрицы
и анизотропных шаровых включений

c○ Г.Н. Кувыркин

МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, 105005, Россия

Построена математическая модель переноса тепловой энергии путем теплоп-
роводности в композите с изотропной матрицей и анизотропными шаровыми
включениями. Тепловой контакт матрицы с включениями является неидеаль-
ным. Получены оценки эффективного коэффициента теплопроводности такого
композита для материала включений, имеющего кристаллическую структуру,
соответствующую основным типам систем кристаллической решетки. В силу
электротепловой аналогии эти оценки могут быть интерпретированы также
применительно к электропроводности композита.
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Введение. В развитие математической модели переноса тепловой
энергии теплопроводностью в композите с шаровыми анизотропными
включениями [1] построен вариант этой модели при наличии неиде-
ального теплового контакта включений с матрицей. Этот вариант мо-
дели позволяет получить оценку эффективного коэффициента теплоп-
роводности такого композита.

Математическая модель. При построении математической мо-
дели переноса тепловой энергии в композите примем, что композит
состоит из изотропной матрицы с коэффициентом теплопроводности
l𝑚 и множества в общем случае не контактирующих одни с другими
анизотропных шаровых включений, тензор теплопроводности кото-
рых имеет главные значения L𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3. Неидеальность теплового
контакта между матрицей и включениями будем характеризовать ко-
эффициентом a контактного теплообмена [2].

Рассмотрим тепловое взаимодействие отдельно взятого анизотроп-
ного шарового включения радиусом 𝑅 с неограниченным объемом ок-
ружающей его изотропной матрицы. Установившееся распределение
температуры 𝑇 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) в матрице удовлетворяет уравнению Лапла-
са в виде 𝑇,𝑖𝑖 = 0 (запятая с последующими двумя нижними индек-
сами 𝑖 = 1, 2, 3 у обозначения 𝑇 температуры означает вторую произ-
водную по координате x𝑖 в прямоугольной декартовой системе коор-
динат 𝑂x1x2x3, а повторение одинаковых латинских индексов указы-
вает на суммирование этих производных по всем трем координатам;
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такое обозначение и правило суммирования слагаемых с повторяю-
щимися латинскими индексами использовано далее). Уравнение, опи-
сывающее установившееся распределение температуры 𝑇 ∘(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
в анизотропном включении, имеет вид [3, 4]

(l𝑖𝑗𝑇,
∘
𝑗),𝑖 = 0, 𝑗 = 1, 2, 3. (1)

Примем, что на весьма большом по сравнению со значением 𝑅
расстоянии от включения составляющие градиента установившегося
распределения температуры в матрице по направлениям координат-
ных осей 𝑂x𝑖 равны соответственно 𝐺𝑖. Тогда непосредственной про-
веркой можно убедиться, что уравнению Лапласа удовлетворяет ре-
шение [4]

𝑇 = 𝐺𝑖𝑥𝑖 +
𝐵𝑖𝑥𝑖

𝑟3
, (2)

где 𝑟 =
√
𝑥𝑖𝑥𝑖. Температура в центре шарового включения должна

быть ограничена. Поэтому решение уравнения (1) представляет собой
линейную функцию координат

𝑇 ∘ = 𝐺∘
𝑖𝑥𝑖. (3)

В соотношения (2) и (3) входят шесть коэффициентов 𝐵𝑖 и 𝐺∘
𝑖 ,

которые могут быть найдены из условий неидеального теплового кон-
такта на сферической поверхности радиусом 𝑅. Условия (2), (3) зада-
ют непрерывность нормальной составляющей вектора плотности теп-
лового потока при переходе через эту поверхность контакта и при
условии 𝑥𝑖𝑥𝑖 = 𝑅2 имеют вид [5]

l𝑚
𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖

𝑛𝑖 = a(𝑇 − 𝑇 ∘) = l𝑖𝑗
𝜕𝑇 ∘

𝜕𝑥𝑗

𝑛𝑖,

где 𝑛𝑖 = 𝑥𝑖/𝑅 — направляющие косинусы по отношению к координат-
ным осям 𝑂x𝑖 нормали к сферической поверхности радиусом 𝑅 в точ-
ках этой поверхности с координатами 𝑥𝑖; l𝑖𝑗 — компоненты тензора
теплопроводности материала включения, определенные в выбранной
системе координат. После подстановки в это соотношение формул (2)
и (3) запишем

l𝑚

(︂
𝐺𝑖+

𝐵𝑖

𝑅3
−3𝐵𝑗

𝑥𝑗𝑥𝑖

𝑅5

)︂
𝑥𝑖 = a𝑅

(︂
𝐺𝑖𝑥𝑖+𝐵𝑖

𝑥𝑖

𝑅3
−𝐺∘

𝑖𝑥𝑖

)︂
= l𝑖𝑗𝐺∘

𝑗𝑥𝑖. (4)

Из равенства левой и средней частей формулы (4) с учетом равенства
𝑥𝑖𝑥𝑖 = 𝑅2 следует

(︀
l𝑚(𝐺𝑖 − 2𝐵𝑖/𝑅

3) − a𝑅(𝐺𝑖 + 𝐵𝑖/𝑅
3 − 𝐺∘

𝑖 )
)︀
𝑥𝑖 = 0.

Отсюда при произвольных значениях координат 𝑥𝑖, удовлетворяющих
условию 𝑥𝑖𝑥𝑖 = 𝑅2, получим

𝐺∘
𝑖 =

1

Bi

(︂
(Bi − 1)𝐺𝑖 + (Bi + 2)

𝐵𝑖

𝑅3

)︂
, (5)
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где Bi = a𝑅/l𝑚 — число Био. Равенство средней и правой частей
формулы (4) представим в виде

(︀
a𝑅(𝐺𝑖 + 𝐵𝑖/𝑅

3 −𝐺∘
𝑖 ) − l𝑖𝑗𝐺∘

𝑗

)︀
𝑥𝑖 = 0.

Отсюда при произвольных значениях координат 𝑥𝑖, удовлетворяющих
условию 𝑥𝑖𝑥𝑖 = 𝑅2, находим

𝐺∘
𝑖 =

Bi(𝐺𝑗 + 𝐵𝑗/𝑅
3)

Bi d𝑖𝑗 + l̄𝑖𝑗
. (6)

Здесь d𝑖𝑗 — символ Кронекера (d𝑖𝑗 = 1 при 𝑖 = 𝑗 и d𝑖𝑗 = 0 при 𝑖 ̸= 𝑗);
l̄𝑖𝑗 = l𝑖𝑗/l𝑚. Приравняв правые части формул (5) и (6), получим

𝐵𝑖

𝑅3
= g𝑖𝑗e𝑗𝑘𝐺𝑘, (7)

где g𝑖𝑗 =
(︀
2Bi d𝑖𝑗 + (2 + Bi)l̄𝑖𝑗

)︀−1
и e𝑗𝑘 = Bi d𝑗𝑘 + (1 − Bi)l̄𝑗𝑘.

Пусть главные оси тензора теплопроводности материала включе-
ния совпадают с осями 𝑂x𝑖 используемой системы координат. Тогда
g𝑖𝑘 и e𝑘𝑗 — элементы диагональных матриц третьего порядка, произве-
дение которых также будет диагональной матрицей третьего порядка
с элементами

qb =
Bi + (1 − Bi)L̄b
2Bi + (2 + Bi)L̄b

, b = 1, 2, 3, (8)

где L̄b = Lb/l𝑚. Поэтому правую часть равенств (7) можно предста-
вить как произведение двух диагональных матриц и вектора с коорди-
натами 𝐺b. В итоге вместо этих равенств запишем

𝐵b/𝐺b
𝑅3

= qb.

Из формулы (2) следует, что наличие шарового включения создает
в матрице возмущение температурного поля относительно линейного
распределения 𝑇,∘𝑘x𝑘 на большом удалении от этого включения, опи-
сываемое соотношением

D𝑇 =
𝐵𝑖𝑥𝑖

𝑟3
. (9)

Пусть 𝑁 одинаковых шаровых включений с одинаковой ориентацией
главных осей тензора теплопроводности находятся в объеме 𝑉𝑁 ша-
ра, ограниченном сферической поверхностью радиусом 𝑅𝑁 . Так как
объем каждого включения равен 4p𝑅3/3, в объеме 𝑉𝑁 = 4p𝑅3

𝑁/3 объ-
емная концентрация включений 𝐶𝑉 = 𝑁𝑅3/𝑅3

𝑁 .
Положим, что 𝐺2 = 𝐺3 = 0. Для точки, удаленной от каждого из

включений на весьма большое расстояние 𝑟 по сравнению со значе-
нием 𝑅𝑁 , примем для всех включений |x1| ≫ 𝑅𝑁 . Тогда, согласно
формуле (9), 𝑁 весьма удаленных включений, расположенных в объе-
ме 𝑉𝑁 , вызовут в этой точке возмущение температуры, которое с уче-
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том равенства (7)

D𝑇𝑁 = 𝑁D𝑇 = 𝑁𝐺1𝑥1q1

(︂
𝑅

𝑟

)︂3

. (10)

Если считать шар объемом 𝑉𝑁 представительным элементом компо-
зита с рассматриваемыми включениями, этот элемент с эффективным
коэффициентом теплопроводности l*1 композита в направлении коор-
динатной оси 𝑂x1 создаст в той же весьма удаленной точке такое же
возмущение температуры [4]

D𝑇𝑁 = 𝐺1𝑥1(𝑅𝑁/𝑟)3
1 − ̃︀l
2 + ̃︀l , (11)

где ̃︀l1 = l*1/l𝑚. Приравняв правые части формул (10) и (11), получим

̃︀l1 =
1 − 2q1𝐶𝑉

1 + q1𝐶𝑉

.

Аналогично можно найти формулы для ̃︀l2 = l*2/l𝑚 и ̃︀l3 = l*3/l𝑚, где
l*2 и l*3 — эффективные коэффициенты теплопроводности композита
в направлении осей 𝑂x2 и 𝑂x3 соответственно. В итоге при b = 1, 2, 3
запишем ̃︀lb =

1 − 2qb𝐶𝑉

1 + qb𝐶𝑉

. (12)

Таким образом, в рассматриваемом случае композит будет анизот-
ропным с главными значениями l*b тензора теплопроводности. Если
все три значения Lb различны, что характерно для включений с кри-
сталлической структурой, принадлежащей триклинной, моноклинной
и ромбической системам [6], то будут различны и все три значения l*b.
Такой композит относят к ортотропным материалам [7]. В случае три-
гональной, тетрагональной и гексагональной систем кристаллической
структуры включений два значения Lb совпадают и в общем случае
отличаются от третьего значения [6]. Это приводит к равенству двух
значений l*b для композита и к отличию их от третьего значения. Такой
композит является трансверсально изотропным материалом [7]. Нако-
нец, для включений с кристаллической структурой, принадлежащей
кубической системе, все три значения Lb одинаковы, т. е. включения
являются изотропными, что приводит и к изотропии композита в целом.

При хаотической ориентации анизотропных включений, когда ори-
ентация главных осей тензора теплопроводности материала включе-
ния равновероятна, композит также становится изотропным. В этом
случае эффективный коэффициент теплопроводности композита мож-
но найти по формуле, полученной преобразованием соотношения (12)
к виду

l* = l𝑚
1 − 2q∘𝐶𝑉

1 + q∘𝐶𝑉

, (13)
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где q∘ следует из равенства (8) после замены в правой части этого равен-
ства L̄b на L̄ = (L1 + L2 + L3)/(3l𝑚). Отметим, что соотношение (13)
совпадает с результатом, полученным в работах [8, 9] в предположе-
нии изотропии шаровых включений. При идеальном тепловом контак-
те между матрицей и включениями (Bi → ∞) это соотношение иден-
тично известной формуле Максвелла [4, 10] для гранулированной сре-
ды, состоящей из маточной породы и включений в виде изотропных
гранул. Такое совпадение можно считать косвенным подтверждением кор-
ректности процедуры, использованной при получении формулы (12).

Построение двусторонних оценок. Для оценки возможной пог-
решности формулы (12) используем двойственную вариационную
формулировку задачи стационарной теплопроводности [5, 11], позво-
ляющую получить двусторонние оценки эффективного коэффициента
теплопроводности рассматриваемого композита в направлении коор-
динатной оси 𝑂xb. В область 𝑉 в виде прямого цилиндра с достаточно
большой площадью 𝑆0 параллельных оснований поместим половину
составной шаровой частицы радиусом 𝑅𝑚, причем центр этой части-
цы и одно из оснований цилиндра соответствует значению 𝑥b = 0,
а другое основание — значению 𝑥b = 𝐻 ≫ 𝑅1.

Шаровая частица состоит из шарового слоя толщиной (𝑅𝑚 − 𝑅)
материала матрицы и анизотропного шарового включения радиусом
𝑅, причем тепловой контакт между этим слоем и включением являет-
ся неидеальным. Остальная часть области 𝑉 вне половины составной
шаровой частицы радиусом 𝑅𝑚 заполнена однородным материалом
с оцениваемым значением l*b эффективного коэффициента теплопро-
водности в направлении оси 𝑂xb, соответствующим объемной кон-
центрации 𝐶𝑉 = (𝑅/𝑅𝑚)3 анизотропных шаровых включений. Для
получения двусторонних оценок этого значения боковую поверхность
цилиндрической области 𝑉 примем идеально теплоизолированной,
температуру основания при 𝑥b = 0 положим равной нулю, а на втором
основании зададим температуру 𝐺b𝐻 .

Тогда в неоднородной цилиндрической области объемом 𝑉 = 𝐻𝑆0,
ограниченной поверхностью 𝑆, распределение температуры 𝑇 (𝑀)
и коэффициент теплопроводности l(𝑀) будут функциями координат
точки 𝑀 ∈ 𝑉 , причем функция l(𝑀) кусочно-постоянная и принима-
ет значения l*b при 𝑟 > 𝑅𝑚 и l𝑚 при 𝑅 < 𝑟 < 𝑅𝑚, где 𝑟 — расстояние
этой точки от центра включения, а при 𝑟 < 𝑅 свойства материала
анизотропного шарового включения определяют главные значения Lb
тензора теплопроводности.

Двойственная вариационная формулировка стационарной задачи
теплопроводности в рассматриваемой области включает в себя [8] ми-

5



Г.Н. Кувыркин

нимизируемый функционал

𝐽 [𝑇 ] =
1

2

∫︁
𝑉

l(𝑀)
(︀
∇𝑇 (𝑀)

)︀2
𝑑𝑉 (𝑀) + 2p𝑅2a

2

p/2∫︁
0

(︀
D𝑇к(j)

)︀2
sin j 𝑑j,

(14)
где ∇ — дифференциальный оператор Гамильтона; D𝑇к(j) — разность
температур на контактной полусферической поверхности радиусом
𝑅; j— угол, отсчитываемый от оси 𝑂xb, для которого cos j = 𝑥b/𝑟,
и максимизируемый функционал

𝐼[𝑞] = −1

2

∫︁
𝑉

r(𝑀)
(︀
𝑞(𝑀)

)︀2
𝑑𝑉 (𝑀) −

∫︁
𝑆

𝑇 (𝑃 )𝑞(𝑃 ) · 𝑛(𝑃 ) 𝑑𝑆(𝑃 ) −

− 2p𝑅2a
2

p/2∫︁
0

(︀
D𝑇к(j)

)︀2
sin j 𝑑j, 𝑃 ∈ 𝑆, (15)

где 𝑞 — вектор плотности теплового потока; r(𝑀) = 1/l(𝑀) при
𝑟 > 𝑅 и r(𝑀) = 1/Lb при 𝑟 < 𝑅; 𝑛— единичный вектор внешней
нормали к поверхности 𝑆.

В качестве допустимого для функционала (14) примем при 𝑟 > 𝑅
линейное по высоте цилиндра распределение температуры с постоян-
ной составляющей градиента 𝐺b, т. е.

𝑇*(𝑟, j) = 𝐺b𝑟 cos j, (16)

а в шаровом включении аналогично в силу симметрии относительно
оси 𝑂xb

𝑇 ∘
* = 𝐺∘

*𝑟 cos j. (17)

Условие непрерывности плотности теплового потока при 𝑟 = 𝑅 пред-
ставим в виде

a(𝑇* − 𝑇 ∘
* )
⃒⃒⃒
𝑟=𝑅

= Lb
𝜕𝑇 ∘

*
𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑅

cos j.

Отсюда с учетом соотношений (16) и (17) находим

𝐺∘
* = Bi𝐺b/(Bi + L̄b) и D𝑇к(j) = 𝐺b𝑅

L̄b cos j
Bi + L̄b

.

В итоге функционал (14) примет вид

𝐽 [𝑇 ] = l
𝐺2
b

2
𝐻𝑆0 −

2p𝑅3
𝑚

3
l
𝐺2
b

2
+ 2p

𝑅3
𝑚 −𝑅3

3
l𝑚

𝐺2
b

2
+

+ 2p
𝑅3

3
Lb

(Bi𝐺b)
2

2(Bi + Lb)2
+ 2p

𝑅3

3
l𝑚

L̄2
bBi

(Bi + L̄b)2
. (18)
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Для функционала (15) в качестве допустимого распределения век-
тора плотности теплового потока 𝑞 примем постоянное значение
𝑞 = −l*b𝐺b единственной составляющей этого вектора, перпендику-
лярной основаниям цилиндра. В этом случае

D𝑇к(j) = −(𝑞/a) cos j = (lb/a)𝐺b cos j.

Таким образом, функционал (15) примет вид

𝐼[𝑞] = −(lb𝐺)2

2

(︁𝐻𝑆0−2p𝑅3
𝑚/3

lb
+ 2p

𝑅3
𝑚−𝑅3

3l𝑚
+

+ 2p
𝑅3

3Lb
+ 2p

𝑅3

3l𝑚Bi

)︁
+ l𝐺2𝐻𝑆0. (19)

Принятые допустимые распределения температуры и плотности
теплового потока для неоднородной области отличаются от действи-
тельных и поэтому значения 𝐽 [𝑇 ] и 𝐼[𝑞] не будут совпадать, причем
𝐽 [𝑇 ] > 𝐼[𝑞] [11]. В промежутке между этими значениями должно
быть расположено и значение 𝐽0 = (l*b/2)𝐺2

b𝐻𝑆0 минимизируемо-
го функционала (14) для однородной области с оцениваемым значе-
нием l*b эффективного коэффициента теплопроводности. Тогда при
(𝑅/𝑅𝑚)3 = 𝐶𝑉 с учетом формулы (18) из условия 𝐽 [𝑇 ] > 𝐽0 полу-
чим ̃︀lb 6 1 − 𝐶𝑉 + L̄bBi

Bi + L̄b
(Bi + L̄b)2

= ̃︀l+, (20)

а при использовании формулы (19) из условия 𝐼1[𝑞] ≤ 𝐽0 найдем

̃︀lb > 1

1 − 𝐶𝑉 + 𝐶𝑉 /Bi + 𝐶𝑉 /L̄b
= ̃︀l−. (21)

Результаты расчетов. На рис. 1 для случая Bi = 1 при различных
значениях L̄b приведены зависимости от объемной концентрации 𝐶𝑉

верхней ̃︀l+ и нижней ̃︀l− оценок отношения ̃︀lb = l*b/l𝑚. Из этого ри-
сунка следует, что разность ̃︀l+ −̃︀l− уменьшается по мере увеличения
значения L̄b. При L̄b = 10 и L̄b = 100 кривые для значения ̃︀l− прак-
тически совпадают с кривыми для значения ̃︀lb и для ̃︀l+, поскольку
различие в значениях ̃︀l−, ̃︀lb и ̃︀l+ очень мало. Например, для 𝐶𝑉 = 0,5

при L̄b = 10 значения ̃︀l− = 0,9524, ̃︀lb = 0,9538 и ̃︀l+ = 0,9545, а при
L̄b = 100 значения ̃︀l− = 0,995025, ̃︀lb = 0,995041 и ̃︀l+ = 0,995050.

C увеличением числа Bi тепловой контакт между включениями
и матрицей улучшается. Поэтому при прочих равных условиях зна-
чения ̃︀lb, ̃︀l− и ̃︀l+ возрастают. На рис. 2 представлены зависимости,
аналогичные приведенным на рис. 1, но при Bi = 10. Следует отме-
тить, что оценки ̃︀l− и ̃︀l+ и правая часть формулы (12) не изменяют
своих значений при перестановке значений Bi и L̄b. Например, зави-
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симости на рис. 2 для L̄b = 1 идентичны зависимостям на рис. 1 для
L̄b = 10.

Рис. 1. Зависимости параметра ̃︀lb ( ) от объемной концентрации 𝐶𝑉 , пост-
роенные по формулам (12) ( ), (20) ( · · ) для верхней ̃︀l+ и нижней ̃︀l−
оценок соответственно при Bi = 1

Рис. 2. Зависимости параметра ̃︀lb ( ) от объемной концентрации 𝐶𝑉 , пост-
роенные по формулам (12) ( ), (20) ( · · ) для верхней ̃︀l+ и нижней ̃︀l−
оценок соответственно при Bi = 10

Из рис. 1 следует, что при Bi = 1 ширина полосы, ограниченной
кривыми для верхней ̃︀l+ и нижней ̃︀l− оценок, увеличивается по ме-
ре уменьшения значения L̄b несмотря на совпадение значений ̃︀lb, ̃︀l+
и ̃︀l− при 𝐶𝑉 = 0 и 𝐶𝑉 = 1. При Bi = 10 ширина такой полосы на
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рис. 2 растет по мере отклонения значений L̄b от единицы. Возможная
причина состоит в том, что для таких сочетаний Bi и L̄b использован-
ные выше допустимые для функционалов распределения плотности
теплового потока и температуры становятся достаточно грубыми.

Заключение. Модификация математической модели переноса
тепловой энергии путем теплопроводности в композите с изотроп-
ной матрицей и анизотропными шаровыми включениями, состоящая
в учете неидеальности теплового контакта между матрицей и вклю-
чениями, позволила получить оценки эффективного коэффициента
теплопроводности такого композита. Рассмотрены материалы вклю-
чений, имеющие кристаллическую структуру, соответствующую ос-
новным типам систем кристаллической решетки. Возможная погреш-
ность полученных расчетных зависимостей оценена путем постро-
ения двусторонних оценок на основе двойственной вариационной
формулировки задачи стационарной теплопроводности в неоднород-
ном твердом теле.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президен-
та РФ для государственной поддержки ведущих научных школ (про-
ект НШ–255.2012.8).
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