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Оценки эффективного коэффициента теплопроводности
композита с графеновыми включениями
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В настоящее время исследованию графена посвящено огромное количество работ.
Подобный интерес оправдан, так как графен — объект, обладающий уникаль-
ными физическими характеристиками: высокой тепло- и электропроводностью,
механической прочностью, чувствительностью электронных характеристик
к сорту и количеству сорбированных молекул и т. п. На основе математической
модели переноса тепловой энергии в композите с анизотропными эллипсоидаль-
ными включениями получены расчетные зависимости для компонент тензора
эффективной теплопроводности композита с одинаково ориентированными вклю-
чениями графена. Приведена расчетная формула для эффективного коэффициента
теплопроводности композита при хаотической пространственной ориентации
графеновых включений. Представленные результаты можно использовать для
прогноза эффективных коэффициентов теплопроводности композитов, модифи-
цированных высокотеплопроводными включениями графена.
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Введение. Однослойный графен в виде двумерной структуры, со-
стоящей из правильных шестиугольников с атомами углерода в их
вершинах, обладает уникальными физическими свойствами. Среди
этих свойств следует отметить аномально высокую теплопровод-
ность, превосходящую теплопроводность всех известных материа-
лов [1]. Согласно экспериментальным исследованиям [2, 3] и резуль-
татам математического моделирования [4–6], оценки коэффициента
теплопроводности однослойного графена в его плоскости находятся
в диапазоне 3 500 . . . 5 500 Вт/(м ·K). Наряду с высокой тепло- и элект-
ропроводностью графен имеет ряд полезных электронных свойств
и высокие упругие характеристики (по экспериментальным данным
модуль упругости графена составляет примерно 1 000 ГПа [7, 8], что
согласуется с результатами математического моделирования с при-
менением методов молекулярной динамики [9], причем выявлено
увеличение модуля упругости по мере роста температуры от 100 до
500 K [10]). Это позволяет рассматривать графен в качестве составной
части перспективных наноматериалов с улучшенными теплофизиче-
скими, электрическими и механическими параметрами, а также для
создания элементов наноэлектронных устройств [1, 11].
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Количественная характеристика термоэлектрического эффекта для
графена выше удельной мощности, связанной с выделением джоуле-
вой теплоты при прохождении электрического тока, поэтому прин-
ципиально возможно в перспективе создание с использованием гра-
фена элементов наноэлектроники, не требующих охлаждения. В на-
стоящее время большой интерес исследователей вызывает влияние
различных факторов на теплопроводность графена, которая зависит
от температуры, возрастает с увеличением размера графеновой пла-
стины и уменьшается с увеличением числа ее слоев. Для четырех-
слойного графена коэффициент теплопроводности лежит в диапазоне
1 300 . . . 1 700 Вт/(м ·K) [12], что сопоставимо с теплопроводностью
высококачественного кристаллического графита. С ростом размеров
пластины от 5 до 10 мкм можно ожидать увеличения коэффициен-
та теплопроводности графена примерно в 1,5 раза [6]. Обнаружено
уменьшение теплопроводности графена при его растяжении [13].

В наноэлектронных устройствах возникает необходимость в эле-
ментах, обладающих повышенной теплопроводностью [1], поэтому
одно из возможных применений графена связано с его использовани-
ем в качестве наполнителя в композитах [14]. Соответственно пред-
ставляют интерес оценки теплопроводности таких композитов в за-
висимости от объемной концентрации в них графена. Такие оценки
можно получить путем модификации разработанной математической
модели теплового взаимодействия с матрицей композита анизотроп-
ных включений в форме трехосных эллипсоидов [15].

Математическая модель. При модификации математической мо-
дели переноса тепловой энергии в композите применительно к графе-
новым включениям предположим, что эти включения в общем случае
не контактируют одни с другими, т. е. разделены слоем изотропного
материала матрицы с коэффициентом теплопроводности l𝑚. Тепло-
вой контакт между включением и матрицей будем считать идеальным.
Примем, что графеновые включения являются круглыми тонкими пла-
стинками, обладающими по отношению к свойству теплопроводно-
сти трансверсальной изотропией относительно оси, перпендикуляр-
ной плоскости пластинки. Коэффициент теплопроводности включе-
ния в направлении этой оси обозначим через l⊥, а в плоскости пла-
стинки — через l0. Значения l𝑚, l⊥ и l0 считаем известными.

Тонкую круглую пластинку можно считать сильно сплюснутым эл-
липсоидом вращения (сфероидом), т. е. частным случаем трехосного
эллипсоида. В случае анизотропных включений в виде одинаково ори-
ентированных геометрически подобных трехосных эллипсоидов, для
которых главные оси тензора теплопроводности совпадают с осями
симметрии эллипсоидов, получены зависимости для главных значений
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l*a (a = 1, 2, 3) тензора эффективной теплопроводности композита [15]

̃︀la =
l*a
l𝑚

=
1 + (l̄a − 1)(𝐷∘

a + (1 −𝐷∘
a)𝐶𝑉 )

1 + (l̄a − 1)𝐷∘
a(1 − 𝐶𝑉 )

, (1)

где l̄a = la/l𝑚, la — главные значения тензора теплопроводности
включений;

𝐷∘
a =

𝑏1𝑏2𝑏3
2

∞∫︁
0

𝑑𝑢

(𝑏2a + 𝑢)𝑓(𝑢)
(2)

(𝑓(𝑢) =
√︀

(𝑏21 + 𝑢)(𝑏22 + 𝑢)(𝑏23 + 𝑢), 𝑏a — полуоси эллипсоида); 𝐶𝑉 —
объемная концентрация включений.

Если начало прямоугольной декартовой системы координат 𝑂x1x2x3
выбрать в центре сфероида, а координатную ось 𝑂x3 направить вдоль
оси вращения, то уравнение его поверхности примет вид

x21 + x22 + x23/𝑏̄
2 = 𝑏21,

где 𝑏̄ = 𝑏3/𝑏1 < 1, 𝑏1 — наибольший радиус сфероида. При этом ин-
тегралы в формуле (2) можно выразить через элементарные функции
и найти [16]

𝐷∘
1 = 𝐷∘

2 =
arcctg n− n/(1 + n2)

2(1 − 𝑏̄2)3/2
𝑏̄, 𝐷∘

3 =
1/n− arcctg n

(1 − 𝑏̄2)3/2
𝑏̄, (3)

где n =
√︀

𝑏̄2/(1 − 𝑏̄2). По мере уменьшения значения 𝑏̄ сфероид по
форме приближается к тонкой круглой пластинке. В этом случае,
пренебрегая значением 𝑏̄2 ≪ 1, формулы (3) можно упростить, пред-
ставив их в виде

𝐷∘
1 = 𝐷∘

2 = 𝑏̄(arcctg 𝑏̄− 𝑏̄)/2, 𝐷∘
3 = 1 − 𝑏̄ arcctg 𝑏̄. (4)

Таким образом, для принятой одинаковой ориентации графеновых
включений в виде тонких круглых пластинок из формул (1) получим

̃︀l1 = ̃︀l2 = 1 +
(l0/l𝑚 − 1)𝐶𝑉

1 + (l0/l𝑚 − 1)𝐷∘
1(1 − 𝐶𝑉 )

,

̃︀l3 = 1 +
(l⊥/l𝑚 − 1)𝐶𝑉

1 + (l⊥/l𝑚 − 1)𝐷∘
3(1 − 𝐶𝑉 )

,

(5)

т. е. в рассматриваемом случае композит будет обладать трансверсаль-
ной изотропией по отношению к свойству теплопроводности. Если та-
кие анизотропные графеновые включения ориентированы хаотически,
композит станет изотропным с эффективным коэффициентом теплоп-
роводности l* = (2l*1 + l*3)/3, определяемым соотношением

̃︀l=
l*

l𝑚
=1+

2(l0/l𝑚 − 1)𝐶𝑉 /3

1+(l0/l𝑚−1)𝐷∘
1(1−𝐶𝑉 )

+
(l⊥/l𝑚 − 1)𝐶𝑉 /3

1+(l⊥/l𝑚−1)𝐷∘
3(1−𝐶𝑉 )

. (6)
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Расчетные зависимости. Графеновые включения в форме круг-
лых пластин радиусом всего несколько микрометров, состоящие из
однослойного графена, имеют отношение 𝑏̄ ≈ 10−4. При использова-
нии таких пластин из многослойного графена, имеющего не более де-
сяти слоев, значение 𝑏̄ возрастет лишь на порядок, но останется весь-
ма малым по сравнению с единицей. В этом случае, согласно форму-
лам (4), можно принять 𝐷∘

1 = 𝐷∘
2 ≈ 0 и 𝐷∘

3 ≈ 1. Тогда из формул (5)
получим

̃︀l1 = ̃︀l2 ≈ 1 +
(︁ l0
l𝑚

− 1
)︁
𝐶𝑉 , ̃︀l3 ≈ 1

1 + (l𝑚/l⊥ − 1)𝐶𝑉

, (7)

а равенство (6) для композита с хаотической ориентацией включений
примет вид

̃︀l =
l*

l𝑚
≈ 1 +

2

3

(︁ l0
l𝑚

− 1
)︁
𝐶𝑉 +

𝐶𝑉 /3

1/(1 − l𝑚/l⊥) − 𝐶𝑉

. (8)

Отметим, что формулы (7) идентичны соответственно верхней
и нижней оценкам значений компонент тензора эффективной теплоп-
роводности композита с анизотропными включениями, получаемым
на основе двойственной вариационной формулировки задачи стаци-
онарной теплопроводности в неоднородном теле [17, 18]. Процедура
построения таких оценок подробно рассмотрена в работах [19, 20].
В рамках теории смесей [21] правую часть первой формулы (7) можно
трактовать как линейную комбинацию безразмерных проводимостей,
а правую часть второй формулы (7) — как линейную комбинацию без-
размерных сопротивлений переносу тепловой энергии в композите,
причем коэффициентами в этих линейных комбинациях являются
объемные концентрации матрицы и графеновых включений.

Заключение. Использование математической модели переноса
тепловой энергии в композите с анизотропными включениями в форме
трехосных эллипсоидов и модификация этой модели применительно
к включениям в виде сплющенных эллипсоидов вращения дало воз-
можность путем предельного перехода получить расчетные зависи-
мости для эффективных коэффициентов теплопроводности композита
с высокотеплопроводными графеновыми включениями. Рассмотре-
ны случаи одинаковой и хаотической пространственной ориентации
включений графена. В первом случае композит обладает свойством
трансверсальной изотропии относительно оси, перпендикулярной
плоскости включений, а во втором — является изотропным по от-
ношению к свойству теплопроводности.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президен-
та РФ для государственной поддержки ведущих научных школ (про-
ект НШ–255.2012.8).
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