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В статье рассмотрен широкий класс нелинейных реакционно-диффузионных
систем уравнений с запаздыванием. Получены многопараметрические точные
решения с обобщенным разделением переменных, содержащие произвольное число
произвольных постоянных. Приведено решение, описывающие нелинейное взаимо-
действие стоячей волны с бегущей волной. Определена область неустойчивости
решений системы с запаздыванием.
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Введение. Дифференциальные уравнения и системы уравнений
в частных производных с запаздывающим аргументом возникают
в различных приложениях, таких как биология, биохимия, химия,
биофизика, физическая химия, медицина, экология, теория клима-
тических моделей, теория управления, экономика и многих других
(см., например, работы [1–11] и ссылки в них). Отметим, что подоб-
ные уравнения встречаются в математической теории искусственных
нейронных сетей, результаты которой используются для обработки
сигналов и изображений и проблем распознавания образов [12–21].

В настоящей статье основное внимание уделено классу нелиней-
ных реакционно-диффузионных систем уравнений с запаздыванием
следующего вида (о других нелинейных системах с запаздыванием
см. разд. 5, 6):

𝑢𝑡 = 𝑘1𝑢𝑥𝑥 + 𝑏𝑢 + 𝐹 (𝑢− 𝑎�̄�, 𝑤, �̄�), (1)

𝑤𝑡 = 𝑘2𝑤𝑥𝑥 + 𝐺(𝑢− 𝑎�̄�, 𝑤, �̄�), (2)

где 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑡), �̄� = 𝑢(𝑥, 𝑡 − t), �̄� = 𝑤(𝑥, 𝑡 − t); 𝐹 (. . . ),
𝐺(. . . ) — произвольные функции трех аргументов; t — время запазды-
вания (t > 0).

В общем случае система (1)–(2) (при t ̸= 0) допускает простые точ-
ные решения типа бегущей волны 𝑢 = 𝑢(𝑧), 𝑤 = 𝑤(𝑧), где 𝑧 = a𝑥+b𝑡
(такие решения для различных реакционно-диффузионных уравнений
и систем с запаздыванием рассмотрены, например, в работах [2–7].
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Список известных точных решений другого вида даже для одного
нелинейного реакционно-диффузионного уравнения

𝑤𝑡 = 𝑘𝑤𝑥𝑥 + 𝐺(𝑤, �̄�), (3)

(частный случай уравнения (2), в котором кинетическая функция 𝐺
не зависит от первого аргумента) весьма невелик. Полный группо-
вой анализ нелинейного дифференциально-разностного уравнения (3)
выполнен в работе [11]; были найдены четыре уравнения вида (3),
допускающие инвариантные решения, два из них малоинтересны, по-
скольку имеют вырожденные решения (линейные по 𝑥).

Вопросам устойчивости (обычно в линейном приближении) ре-
шений типа бегущей волны, стационарных и некоторых других ре-
шений различных реакционно-диффузионных уравнений и систем
с запаздыванием посвящены многочисленные работы, например,
[2, 7–10, 12–21].

Далее термин точные решения нелинейных дифференциально-
разностных уравнений с частными производными (в том числе и си-
стем вида (1)–(2)) применяется в следующих случаях:

1) решение можно выразить через элементарные функции или
представить в замкнутой форме (выражается через неопределенные
или определенные интегралы);

2) решение можно выразить через решения обыкновенных диффе-
ренциальных или обыкновенных дифференциально-разностных урав-
нений (либо систем таких уравнений);

3) решение можно выразить через решения линейных уравнений
в частных производных.

Допустимы также комбинации решений из пп. 1)–3).
Этот термин обобщает определение точных решений, используе-

мое для нелинейных уравнений в частных производных [22, 23].
Замечание 1. Точные решения уравнения теплопроводности с нели-

нейным источником без запаздывания (при t = 0), которое является
частным случаем уравнения (3) при 𝐺(𝑤, �̄�) = 𝐺(𝑤), приведены,
например, в работах [22, 24–26]. Наиболее полный обзор точных ре-
шений этого уравнения дан в [23]; там же описано много точных
решений с обобщенным и функциональным разделением перемен-
ных нелинейных систем реакционно-диффузионных уравнений без
запаздывания.

Замечание 2. Методы решения и различные приложения ли-
нейных и нелинейных обыкновенных дифференциально-разностных
уравнений, которые существенно проще нелинейных дифференциаль-
но-разностных уравнений в частных производных, описаны в [27–30].

Замечание 3. Численным решениям нелинейных реакционно-
диффузионных систем с запаздыванием и возникающим при этом
трудностям посвящена работа [31].
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1. Описание метода определения области неустойчивости.
Изложим общую идею используемого ниже метода. Пусть вектор-
функция u = u(x, 𝑡) описывается некоторой нелинейной системой
уравнений в частных производных (которая может быть как с запаз-
дыванием, так и без запаздывания) и u0 = u0(x, 𝑡) — частное решение
этой системы. Пусть удалось найти точное решение этой системы
в виде суммы

u = u0(x, 𝑡) + v(x, 𝑡, e),

где v = v(x, 𝑡, e) — некоторая достаточно гладкая по всем аргументам
функция, ограниченная всюду при конечных 𝑡 и зависящая от пара-
метра e, который не входит в рассматриваемую систему уравнений.
Если функция v удовлетворяет следующим двум условиям:

|v(x, 𝑠, e)| → 0 при e→ 0 (0 6 𝑠 6 t),

|v(x, 𝑡, e)| → ∞ при 𝑡 → ∞,
(4)

решение u0(x, 𝑡) является неустойчивым.
Действительно, в силу первого условия (4) и непрерывности функ-

ции v по параметру e, для любого достаточно малого d можно выбрать
такое значение e, что сначала (при 0 6 𝑠 6 t) выполняется нера-
венство

|u− u0| 6 d,
а при 𝑡 → ∞ величина |u− u0| становится неограниченной. Другими
словами, два решения системы u0 и u, сколь угодно мало различаю-
щиеся сначала, неограниченно «разбегаются» при больших временах.

2. Область нелинейной неустойчивости системы (1)–(2). Приме-
ним описанный выше метод для анализа нелинейной неустойчивости
реакционно-диффузионной системы уравнений с запаздыванием (1)–(2).

Теорема 1. Пусть

𝑢0 = 𝑢0(𝑥, 𝑡), 𝑤0 = 𝑤0(𝑥, 𝑡) (5)

— произвольное частное решение рассматриваемой системы. Тогда
система (1)–(2) при 𝑎 > 0 имеет также решение

𝑢 = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑒𝑐𝑡𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑤 = 𝑤0(𝑥, 𝑡), 𝑐 =
1

t
ln 𝑎, 𝑎 > 0, (6)

где 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑡) — любое t-периодическое решение линейного уравнения
теплопроводности с источником

𝑣𝑡 = 𝑘1𝑣𝑥𝑥 + (𝑏− 𝑐)𝑣, 𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡− t). (7)

Доказательство теоремы проводится подстановкой решения (6)
в систему (1)–(2) с учетом того, что (5) является решением данной
системы, а функция 𝑣 удовлетворяет решению (7).
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Воспользуемся теоремой 1 для получения условий неустойчиво-
сти реакционно-диффузионной системы (1)–(2). Для этого рассмотрим
стационарное пространственно-периодическое решение задачи (7)

𝑣 = e sin(s𝑥 + m), s =

√︂
𝑏− 𝑐

𝑘1
, 𝑏 > 𝑐, (8)

где e и m — произвольные постоянные.
Из анализа формул (6) и (8) следует, что при выполнении условий

𝑎 > 1, 𝑏 t− ln 𝑎 > 0 (9)

(второе условие эквивалентно неравенству 𝑏 > 𝑐) любое решение си-
стемы (1)–(2) будет неустойчивым.

Условия (9) удобно представить в более наглядном виде:

𝑎 > 1, 𝑏 > 0, t > t0, t0 =
ln 𝑎

𝑏
. (10)

Физический смысл условий (10) состоит в том, что в области пара-
метров 𝑎 > 1, 𝑏 > 0 неустойчивость возникает за счет запаздывания,
которое должно быть достаточно большим: t > t0. Поскольку вид
кинетических функций 𝐹 и 𝐺 не влияет на условия неустойчивости
(10) реакционно-диффузионной системы (1)–(2), будем называть эти
условия глобальными условиями неустойчивости.

Замечание 4. Хотя мы получили глобальные условия неустойчи-
вости (10) решений нелинейной системы (1)–(2) во всей области изме-
нения пространственной переменной −∞ < 𝑥 < +∞, они остаются
справедливыми также для ограниченных решений соответствующих
нелинейных нестационарных краевых задач с граничными условиями
первого, второго и третьего рода в полуплоскости 0 6 𝑥 < ∞ (или
−∞ < 𝑥 6 0). Для доказательства этого в частном решении (8) пара-
метр m выбирается так, чтобы удовлетворить соответствующему одно-
родному граничному условию. В частности, для граничных условий
первого и второго рода в решении (8) надо положить m = 0 и m = p/2
соответственно.

Замечание 5. Важно подчеркнуть, что здесь речь идет о нелиней-
ной неустойчивости, причем все полученные выше результаты явля-
ются точными (а не линеаризованными, как в теории линейной устой-
чивости; не использованы также различные допущения, разложения
и аппроксимации, характерные для большинства нелинейных теорий).

3. Точные решения нелинейной системы (1)–(2) при 𝑎 > 0. Для
построения точных решений системы (1)–(2) при 𝑎 > 0 используем
формулу (6) и уравнение (7), которые фигурируют в формулировке
теоремы 1.
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В общем случае для произвольных кинетических функций 𝐹 (z, 𝑤, �̄�)
и 𝐺(z, 𝑤, �̄�) в качестве частного решения (5) системы (1)–(2) можно
взять решение одного из следующих трех видов:

𝑢0 = 3(𝑡), 𝑤0 = y(𝑡) (пространственно-однородное решение); (11a)

𝑢0 = 3(𝑥), 𝑤0 = y(𝑥) (стационарное решение); (11б)

𝑢0 = 3(𝑧), 𝑤0 = y(𝑧), 𝑧 = a𝑥 + b𝑡 (бегущая волна), (11в)

где a и b — произвольные постоянные (последнее решение включает в
себя первые два как частные случаи). Решения (11а)–(11в) описывают-
ся системами обыкновенных дифференциальных уравнений с запаз-
дыванием. Например, для решения типа бегущей волны (11в) имеем
систему

b3′(𝑧) = 𝑘1a23′′(𝑧) + 𝑏3(𝑧) + 𝐹
(︀
3(𝑧) − 𝑎3(𝑧 − 𝑧0),y(𝑧),y(𝑧 − 𝑧0)

)︀
,

by′(𝑧) = 𝑘2a2y′′(𝑧) + 𝐺
(︀
3(𝑧) − 𝑎3(𝑧 − 𝑧0),y(𝑧),y(𝑧 − 𝑧0)

)︀
, 𝑧0 = bt.

(12)
Общее t-периодическое решение уравнения (7) можно предста-

вить в виде
𝑣 = j1(𝑥, 𝑡; 𝑏− 𝑐), (13)

где

j1(𝑥, 𝑡; 𝑏) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑒−l𝑛𝑥
[︀
𝐴𝑛 cos(b𝑛𝑡− g𝑛𝑥) + 𝐵𝑛 sin(b𝑛𝑡− g𝑛𝑥)

]︀
+

+
∞∑︁
𝑛=1

𝑒l𝑛𝑥
[︀
𝐶𝑛 cos(b𝑛𝑡 + g𝑛𝑥) + 𝐷𝑛 sin(b𝑛𝑡 + g𝑛𝑥)

]︀
, (14)

b𝑛 =
2p𝑛
t

, l𝑛 =

(︂√︀
𝑏2 + b2𝑛 − 𝑏

2𝑘1

)︂1/2
, g𝑛 =

(︂√︀
𝑏2 + b2𝑛 + 𝑏

2𝑘1

)︂1/2
. (15)

Здесь 𝐴𝑛, 𝐵𝑛, 𝐶𝑛, 𝐷𝑛 — произвольные постоянные, для которых
ряды в формулах (13)–(15) и производные (j1)𝑡 и (j1)𝑥𝑥 сходятся
(сходимость, например, заведомо можно обеспечить, если положить
𝐴𝑛 = 𝐵𝑛 = 𝐶𝑛 = 𝐷𝑛 = 0 при 𝑛 > 𝑁 , где 𝑁 — произвольное
натуральное число).

Выделим следующие частные случаи:
1) t-периодические по времени 𝑡 решения уравнения (7), затухаю-

щие при 𝑥 → ∞, описываются формулами (13)–(15) при 𝐴0 = 𝐵0 = 0,
𝐶𝑛 = 𝐷𝑛 = 0, 𝑛 = 1, 2, . . . ;

2) t-периодические по времени 𝑡 решения уравнения (7), ограничен-
ные при 𝑥 → ∞, описываются формулами (13)–(15) при 𝐶𝑛 = 𝐷𝑛 = 0,
𝑛 = 1, 2, . . . ;

3) стационарное решение описывается формулами (13)–(15) при
b0 = l0 = 0, 𝐴𝑛 = 𝐵𝑛 = 𝐶𝑛 = 𝐷𝑛 = 0, 𝑛 = 1, 2, . . .
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Формулы (6), (11), (13)–(15) и обыкновенные дифференциально-
разностные уравнения (12) описывают многопараметрические точные
решения широкого класса нелинейных реакционно-диффузионных си-
стем уравнений с запаздыванием вида (1)–(2) при 𝑎 > 0, которые
представляют собой суперпозицию бегущих волн и решений с обоб-
щенным разделением переменных. В качестве конкретного примера
приведем любопытное точное решение системы (1)–(2), являющееся
следствием формулы (6) и стационарного решения уравнения (7), ко-
гда частное решение (5) выбирается в виде бегущей волны (11в):

𝑢 = 3(𝑧) + 𝑒𝑐𝑡[𝐴 sin(s𝑥) + 𝐵 cos(s𝑥)], 𝑤 = y(𝑧),

𝑧 = a𝑥 + b𝑡, 𝑐 =
ln 𝑎

t
, s =

√︂
𝑏− 𝑐

𝑘1
,

(16)

где 𝐴, 𝐵, a, b — произвольные постоянные, а функции 3(𝑧) и y(𝑧)
описываются нелинейной системой обыкновенных дифференциально-
разностных уравнений (12). При 𝑎 = 1, что соответствует 𝑐 = 0, ре-
шение (16) можно трактовать как нелинейную суперпозицию бегущей
волны с периодической стоячей волной.

4. Точные решения нелинейной системы (1)–(2) при 𝑎 < 0.

Теорема 2. Пусть (5) — произвольное частное решение реакционно-
диффузионной системы с запаздыванием (1)–(2) при 𝑎 < 0. Тогда эта
система имеет также решение

𝑢 = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑒𝑐𝑡𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑤 = 𝑤0(𝑥, 𝑡), 𝑐 =
1

t
ln |𝑎|, 𝑎 < 0, (17)

где 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑡) — любое t-апериодическое решение линейного уравне-
ния теплопроводности с источником

𝑣𝑡 = 𝑘1𝑣𝑥𝑥 + (𝑏− 𝑐)𝑣, 𝑣(𝑥, 𝑡) = −𝑣(𝑥, 𝑡− t). (18)

Доказательство теоремы проводится подстановкой решения (17)
в систему (1)–(2) с учетом того, что (5) является решением данной
системы, а функция 𝑣 удовлетворяет (18).

Для построения точных решений системы (1)–(2) при 𝑎 < 0 ис-
пользуем формулу (17) и уравнение (18).

В общем случае для произвольных кинетических функций 𝐹 (z, 𝑤, �̄�)
и 𝐺(z, 𝑤, �̄�) в качестве частного решения (5) системы (1)–(2), как
и ранее, можно взять пространственно-однородное решение (11а), ста-
ционарное решение (11б), или решение типа бегущей волны (11в).
В частности, решение типа бегущей волны (11в) описывается систе-
мой обыкновенных дифференциально-разностных уравнений (12).

6
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Общее t-апериодическое решение уравнения (18) можно предста-
вить в виде

𝑣 = j2(𝑥, 𝑡; 𝑏− 𝑐), (19)

где

j2(𝑥, 𝑡; 𝑏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑒−l𝑛𝑥
[︀
𝐴𝑛 cos(b𝑛𝑡− g𝑛𝑥) + 𝐵𝑛 sin(b𝑛𝑡− g𝑛𝑥)

]︀
+

+
∞∑︁
𝑛=1

𝑒l𝑛𝑥
[︀
𝐶𝑛 cos(b𝑛𝑡 + g𝑛𝑥) + 𝐷𝑛 sin(b𝑛𝑡 + g𝑛𝑥)

]︀
, (20)

b𝑛 =
p(2𝑛−1)

t
, l𝑛 =

(︂√︀
𝑏2+b2𝑛−𝑏

2𝑘

)︂1/2
, g𝑛 =

(︂√︀
𝑏2+b2𝑛+𝑏

2𝑘

)︂1/2
, (21)

𝐴𝑛, 𝐵𝑛, 𝐶𝑛, 𝐷𝑛 — произвольные постоянные, для которых ряды в (19)–(21)
и производные (j2)𝑡 и (j2)𝑥𝑥 сходятся. Затухающие при 𝑥 → ∞ реше-
ния задачи (18) (t-апериодические по времени 𝑡) определяются форму-
лами (19)–(21) при 𝐶𝑛 = 𝐷𝑛 = 0, 𝑛 = 1, 2, . . .

Формулы (17), (11), (19)–(21) и обыкновенные дифференциально-
разностные уравнения (12) описывают многопараметрические точные
решения широкого класса нелинейных реакционно-диффузионных си-
стем уравнений с запаздыванием вида (1)–(2) при 𝑎 < 0, которые пред-
ставляют собой суперпозицию бегущих волн и решений с обобщен-
ным разделением переменных.

5. Многокомпонентные нелинейные системы с запаздыванием.
Рассмотрим многокомпонентную нелинейную систему реакционно-
диффузионных уравнений с запаздыванием следующего вида:

𝑢𝑡 = 𝑘𝑢𝑥𝑥 + 𝑏𝑢 + 𝐹 (𝑥, 𝑡, 𝑢− 𝑎�̄�, 𝑤1, �̄�1, . . . , 𝑤𝑚, �̄�𝑚),

(𝑤𝑛)𝑡 = 𝑘𝑛(𝑤𝑛)𝑥𝑥 + 𝐺𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑢− 𝑎�̄�, 𝑤1, �̄�1, . . . , 𝑤𝑚, �̄�𝑚),

𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑚,

(22)

где 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), �̄� = 𝑢(𝑥, 𝑡 − t), 𝑤𝑛 = 𝑤𝑛(𝑥, 𝑡), �̄�𝑛 = 𝑤𝑛(𝑥, 𝑡 − t𝑛);
𝐹 (. . . ), 𝐺𝑛(. . . ) — произвольные функции своих аргументов; t, t𝑛 —
времена запаздывания.

Система (22) обобщает систему (1)–(2) сразу по трем направлениям:

1) число уравнений системы может быть произвольным;

2) кинетические функции 𝐹 , 𝐺𝑛 дополнительно могут явно зави-
сеть от независимых переменных 𝑥 и 𝑡;

3) времена запаздывания могут быть разными (t ̸= t𝑛, t𝑖 ̸= t𝑗).
Ниже приведены основные результаты для системы (22).
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Теорема 3. Пусть

𝑢0 = 𝑢0(𝑥, 𝑡), 𝑤𝑛0 = 𝑤𝑛0(𝑥, 𝑡), 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑚, (23)

— произвольное решение рассматриваемой системы. Тогда система
(22) при 𝑎 > 0 имеет также решение

𝑢 = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑒𝑐𝑡𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑤𝑛0 = 𝑤𝑛0(𝑥, 𝑡), 𝑐 =
1

t
ln 𝑎, 𝑎 > 0, (24)

где 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑡) — любое t-периодическое решение линейного уравнения
теплопроводности с источником (7).

Следствие теоремы 3 с использованием частного решения (8): при
выполнении условий (10) любое решение системы (22) будет неустой-
чивым (глобальные условия неустойчивости).

Теорема 4. Пусть (23) — произвольное решение реакционно-диф-
фузионной системы с запаздыванием (22). Тогда при 𝑎 < 0 эта си-
стема имеет также решение

𝑢 = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑒𝑐𝑡𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑤𝑛0 = 𝑤𝑛0(𝑥, 𝑡), 𝑐 =
1

t
ln |𝑎|, 𝑎 < 0, (25)

где 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑡) — любое t-апериодическое решение линейного уравне-
ния теплопроводности с источником (18).

Для построения точных решений системы (22) используются
формулы (24) (при 𝑎 > 0) и (25) (при 𝑎 < 0), где функция 𝑣 оп-
ределяется по формулам (13)–(15) (при 𝑎 > 0) и (19)–(21) (при 𝑎 < 0).
Если кинетические функции 𝐹 , 𝐺𝑛 не зависят явно от 𝑥 и 𝑡, в качестве
частного решения (23) системы (22) можно взять решение одного из
следующих трех видов:

𝑢0 = 3(𝑡), 𝑤𝑛0 = y𝑛(𝑡) (пространственно-однородное решение); (26а)

𝑢0 = 3(𝑥), 𝑤𝑛0 = y𝑛(𝑥) (стационарное решение); (26б)

𝑢0 = 3(𝑧), 𝑤𝑛0 = y𝑛(𝑧), 𝑧 = a𝑥 + b𝑡 (бегущая волна). (26в)

Если кинетические функции 𝐹 , 𝐺𝑛 зависят явно от 𝑡 (но не зависят
явно от 𝑥), в качестве частного решения (23) системы (22) можно взять
решение вида (26а); если кинетические функции 𝐹 , 𝐺𝑛 зависят явно
от 𝑥 (но не зависят явно от 𝑡), то в качестве частного решения (23)
системы (22) можно взять решение вида (26б).

6. Другие реакционно-диффузионные системы уравнений. Рас-
смотрим некоторые другие нелинейные реакционно-диффузионные
системы уравнений с запаздыванием, допускающие точные решения.
Для краткости будем приводить только системы уравнений и указы-
вать вид точных решений (возникающие при этом системы обыкно-
венных дифференциальных и дифференциально-разностных уравне-
ний, как правило, будут опускаться).
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Точные решения и нелинейная неустойчивость реакционно-диффузионных систем. . .

Система 1. Рассмотрим нелинейную систему уравнений с запаз-
дыванием

𝑢𝑡 = 𝑘1𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝐹
(︁ �̄�
𝑢
,
�̄�

𝑤

)︁
,

𝑤𝑡 = 𝑘2𝑤𝑥𝑥 + 𝑤𝐺
(︁ �̄�
𝑢
,
�̄�

𝑤

)︁
,

(27)

в которую входят две произвольные функции двух аргументов.

1.1. Система (27) допускает четыре точных решения с разделяю-
щимися переменными:

𝑢=[𝐴1 cos(a𝑥)+𝐴2 sin(a𝑥)]3(𝑡), 𝑤=[𝐵1 cos(b𝑥)+𝐵2 sin(b𝑥)]y(𝑡);

𝑢=[𝐴1𝑒
−a𝑥+𝐴2𝑒

a𝑥]3(𝑡), 𝑤=[𝐵1𝑒
−b𝑥+𝐵2𝑒

b𝑥]y(𝑡);

𝑢=[𝐴1 cos(a𝑥)+𝐴2 sin(a𝑥)]3(𝑡), 𝑤=[𝐵1𝑒
−b𝑥+𝐵2𝑒

b𝑥]y(𝑡);

𝑢=[𝐴1𝑒
−a𝑥+𝐴2𝑒

a𝑥]3(𝑡), 𝑤=[𝐵1 cos(b𝑥)+𝐵2 sin(b𝑥)]y(𝑡),
(28)

где 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2, a, b — произвольные постоянные, а функции
3(𝑡) и y(𝑡) описываются соответствующей системой нелинейных
дифференциально-разностных уравнений. Для иллюстрации приве-
дем только систему, соответствующую первому решению (28):

3′(𝑡) = −𝑘1a23(𝑡) + 3(𝑡)𝐹

(︂
3(𝑡− t)
3(𝑡)

,
y(𝑡− t)
y(𝑡)

)︂
,

y′(𝑡) = −𝑘2b2y(𝑡) + y(𝑡)𝐺

(︂
3(𝑡− t)
3(𝑡)

,
y(𝑡− t)
y(𝑡)

)︂
.

Замечание 6. Решения вида (28) допускает более общая система
(27), у которой функции 𝐹 и 𝐺 дополнительно явно зависят также от
третьего аргумента 𝑡.

Замечание 7. Решения вида (28) допускает более общая система
(27) с двумя различными запаздываниями, которые могут зависеть от
времени: 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), �̄� = 𝑢(𝑥, 𝑡 − t1), 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑡), �̄� = 𝑤(𝑥, 𝑡 − t2),
t1 = t1(𝑡), t2 = t2(𝑡).

1.2. Нелинейная система с запаздыванием (27) допускает также
решение в виде произведения бегущих волн

𝑢 = exp(a1𝑥 + b1𝑡)3(𝑧), 𝑤 = exp(a2𝑥 + b2𝑡)y(𝑧), 𝑧 = l𝑥 + g𝑡, (29)

где a1, a2, b1, b2, g, l — произвольные постоянные, а функции
3(𝑧) и y(𝑧) описываются соответствующей системой нелинейных
дифференциально-разностных уравнений.
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1.3. Система (27) допускает решения

𝑢 = 𝑒l1𝑡
{︁
j1(𝑥) +

𝑁∑︁
𝑛=1

[31𝑛(𝑥) cos(a𝑛𝑡) + y1𝑛(𝑥) sin(a𝑛𝑡)]
}︁
,

𝑤 = 𝑒l2𝑡
{︁
j2(𝑥) +

𝑁∑︁
𝑛=1

[32𝑛(𝑥) cos(a𝑛𝑡) + y2𝑛(𝑥) sin(a𝑛𝑡)]
}︁
,

a𝑛 =
2p𝑛
t

,

(30)

где l1 и l2 — произвольные постоянные; 𝑁 — любое натуральное

число (при сходимости соответствующих рядов допускается также

𝑁 = ∞), а функции j1(𝑥), 31𝑛(𝑥), y1𝑛(𝑥), j2(𝑥), 32𝑛(𝑥), y2𝑛(𝑥) описы-

ваются соответствующими системами линейных обыкновенных диф-

ференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.

1.4. Система (27) допускает решения

𝑢 = 𝑒l1𝑡
𝑁∑︁

𝑛=1

[31𝑛(𝑥) cos(b𝑛𝑡) + y1𝑛(𝑥) sin(b𝑛𝑡)],

𝑤 = 𝑒l2𝑡
𝑁∑︁

𝑛=1

[32𝑛(𝑥) cos(b𝑛𝑡) + y2𝑛(𝑥) sin(b𝑛𝑡)],

b𝑛 = p(2𝑛 + 1)/t,

(31)

где l1 и l2 — произвольные постоянные, а функции 31𝑛(𝑥), y1𝑛(𝑥),

32𝑛(𝑥), y2𝑛(𝑥) описываются соответствующими системами линейных

обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэф-

фициентами.

1.5. Система (27) допускает также два решения, представляющих

собой комбинацию решений вида (30) и (31). Первое из этих решений

имеет вид

𝑢 = 𝑒l1𝑡
{︁
j(𝑥) +

𝑁∑︁
𝑛=1

[31𝑛(𝑥) cos(a𝑛𝑡) + y1𝑛(𝑥) sin(a𝑛𝑡)]
}︁
, a𝑛 =

2p𝑛
t

,

𝑤 = 𝑒l2𝑡
𝑁∑︁

𝑛=1

[32𝑛(𝑥) cos(b𝑛𝑡) + y2𝑛(𝑥) sin(b𝑛𝑡)], b𝑛 =
p(2𝑛 + 1)

t
.

(32)

Второе решение определяется формулами (32), в которых в левых ча-

стях надо поменять местами 𝑢 и 𝑤 (оставив правые части на месте).
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Система 2. Можно рассмотреть более общую, чем (27), систему
уравнений

𝑢𝑡 = 𝑘1𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝐹
(︁𝑤
𝑢
,
�̄�

𝑢
,
�̄�

𝑤

)︁
,

𝑤𝑡 = 𝑘2𝑤𝑥𝑥 + 𝑤𝐺
(︁𝑤
𝑢
,
�̄�

𝑢
,
�̄�

𝑤

)︁
,

(33)

в которую входят две произвольные функции трех аргументов.

2.1. Система (33) допускает два точных решения с разделяющими-
ся переменными:

𝑢=[𝐴 cos(b𝑥)+𝐵 sin(b𝑥)]3(𝑡), 𝑤=[𝐴 cos(b𝑥)+𝐵 sin(b𝑥)]y(𝑡);

𝑢=[𝐴𝑒−b𝑥+𝐵𝑒b𝑥]3(𝑡), 𝑤=[𝐴𝑒−b𝑥+𝐵𝑒b𝑥]y(𝑡),
(34)

где 𝐴, 𝐵, b — произвольные постоянные, а функции 3(𝑡) и y(𝑡) опи-
сываются соответствующей системой нелинейных дифференциально-
разностных уравнений. Отметим, что в системе (33) кинетические
функции 𝐹 и 𝐺 могут дополнительно явно зависеть также от чет-
вертого аргумента 𝑡.

Замечание 8. Решения вида (34) допускает более общая систе-
ма (33) с двумя различными запаздываниями, которые могут зависеть
от времени: 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), �̄� = 𝑢(𝑥, 𝑡− t1), 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑡), �̄� = 𝑤(𝑥, 𝑡− t2),
t1 = t1(𝑡), t2 = t2(𝑡).

2.2. Система (33) допускает также решение в виде произведения
бегущих волн

𝑢 = exp(a𝑥 + b𝑡)3(𝑧), 𝑤 = exp(a𝑥 + b𝑡)y(𝑧), 𝑧 = l𝑥 + g𝑡, (35)

где a, b, g, l — произвольные постоянные, а функции 3(𝑧) и y(𝑧) опи-
сываются соответствующей системой нелинейных дифференциально-
разностных уравнений.

Система 3. Другим возможным обобщением системы (27) являет-
ся система уравнений

𝑢𝑡 = 𝑘1𝑢𝑥𝑥 + 𝑎1𝑢 ln𝑢 + 𝑢𝐹
(︁ �̄�
𝑢
,
�̄�

𝑤

)︁
,

𝑤𝑡 = 𝑘2𝑤𝑥𝑥 + 𝑎2𝑤 ln𝑤 + 𝑤𝐺
(︁ �̄�
𝑢
,
�̄�

𝑤

)︁
,

(36)

которая имеет решение в виде произведения функций разных аргу-
ментов

𝑢 = 31(𝑥)y1(𝑡), 𝑤 = 32(𝑥)y2(𝑡).

Функции 31(𝑥), 32(𝑥), y1(𝑡), y2(𝑡) описываются двумя независимыми
обыкновенными дифференциальными уравнениями и системой обык-
новенных дифференциально-разностных уравнений
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𝑘13′′1 = 𝑏131 − 𝑎131 ln31, 𝑘23′′2 = 𝑏232 − 𝑎232 ln32;

y′
1(𝑡) = 𝑏1y1(𝑡) + y1(𝑡)𝐹

(︂
y1(𝑡− t)
y1(𝑡)

,
y2(𝑡− t)
y2(𝑡)

)︂
+ 𝑎1y1(𝑡) lny1(𝑡),

y′
2(𝑡) = 𝑏2y2(𝑡) + y2(𝑡)𝐺

(︂
y1(𝑡− t)
y1(𝑡)

,
y2(𝑡− t)
y2(𝑡)

)︂
+ 𝑎2y2(𝑡) lny2(𝑡),

где 𝑏1 и 𝑏2 — произвольные постоянные.

Система 4. Теперь рассмотрим нелинейную систему

𝑢𝑡 = 𝑘𝑢𝑥𝑥 + 𝑢3𝐹
(︁𝑤
𝑢
,
�̄�

𝑢
,
�̄�

𝑤

)︁
,

𝑤𝑡 = 𝑘𝑤𝑥𝑥 + 𝑤3𝐺
(︁𝑤
𝑢
,
�̄�

𝑢
,
�̄�

𝑤

)︁
,

(37)

в которую входят две произвольные функции трех аргументов. Эта
система допускает решение вида

𝑢 = 𝑥𝑈(𝑧), 𝑤 = 𝑥𝑊 (𝑧), 𝑧 = 𝑡 +
1

6𝑘
𝑥2,

где функции 𝑈(𝑧) и 𝑊 (𝑧) описываются системой обыкновенных
дифференциально-разностных уравнений

𝑈 ′′(𝑧) + 9𝑘𝑈3(𝑧)𝐹

(︂
𝑊 (𝑧)

𝑈(𝑧)
,
𝑈(𝑧 − t)
𝑈(𝑧)

,
𝑊 (𝑧 − t)
𝑊 (𝑧)

)︂
= 0,

𝑊 ′′(𝑧) + 9𝑘𝑊 3(𝑧)𝐺

(︂
𝑊 (𝑧)

𝑈(𝑧)
,
𝑈(𝑧 − t)
𝑈(𝑧)

,
𝑊 (𝑧 − t)
𝑊 (𝑧)

)︂
= 0.

Краткие выводы. В статье исследован широкий класс нелиней-
ных реакционно-диффузионных систем уравнений с запаздыванием

𝑢𝑡 = 𝑘1𝑢𝑥𝑥 + 𝑏𝑢 + 𝐹 (𝑢− 𝑎�̄�, 𝑤, �̄�),

𝑤𝑡 = 𝑘2𝑤𝑥𝑥 + 𝐺(𝑢− 𝑎�̄�, 𝑤, �̄�),

где 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑡), �̄� = 𝑢(𝑥, 𝑡 − t), �̄� = 𝑤(𝑥, 𝑡 − t); 𝐹 и 𝐺 —
произвольные функции трех аргументов; t — время запаздывания. До-
казано, что при выполнении неравенств (глобальные условия неустой-
чивости)

𝑎 > 1, 𝑏 > 0, t > t0, t0 =
ln 𝑎

𝑏

любое решение рассматриваемой системы будет неустойчивым для
любых кинетических функций 𝐹 (z, 𝑤, �̄�) и 𝐺(z, 𝑤, �̄�). Важно под-
черкнуть, что для доказательства неустойчивости решений в статье
применен новый точный метод (не использующий никаких допуще-
ний и приближений), который может быть полезен для анализа дру-
гих нелинейных биологических, химических, биофизических и эколо-
гических моделей с запаздыванием.
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Точные решения и нелинейная неустойчивость реакционно-диффузионных систем. . .

Описаны многопараметрические точные решения с обобщенным
разделением переменных, содержащие произвольное число произ-
вольных постоянных. Приведено точное решение, представляющее
собой нелинейную суперпозицию бегущей волны с периодической
стоячей волной. Рассмотрены также другие системы с запаздывани-
ем, включая более сложные многокомпонентные нелинейные системы
реакционно-диффузионных уравнений. Полученные результаты могут
быть использованы для решения некоторых задач и тестирования при-
ближенных аналитических и численных методов решения подобных
и более сложных нелинейных уравнений в частных производных
с запаздыванием.
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