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Предельные теоремы для числа плотных серий с заданными
параметрами в выходной последовательности генератора Пола
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Работа посвящена изучению случайных величин, связанных с плотными сериями
в выходной последовательности генератора Пола. С помощью метода Чена —
Стейна получены оценки расстояния по вариации между распределением числа
плотных серий заданных длины и веса в выходной последовательности генератора
Пола с двумя регистрами и сопровождающим пуассоновским распределением. На
основании этих оценок выведены предельные теоремы Пуассона для указанных
случайных величин и, как следствие, центральная предельная теорема (в смысле
сближения с распределением Пуассона с растущим параметром).
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Введение. В настоящей работе рассмотрен генератор Пола, или
мультициклический генератор [1], с двумя регистрами взаимно про-
стых длин 𝑚 и 𝑛 над кольцом вычетов по модулю 𝑀 (𝑀 > 2). Пусть
(𝑋0, . . . , 𝑋𝑚−1) и (𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1) — случайные заполнения регистров
длин 𝑚 и 𝑛 соответственно, состоящие из независимых равномерно
распределенных на множестве {0, 1, . . . , 𝑀 − 1} случайных величин.
Тогда выходная последовательность генератора Пола образуется в со-
ответствии с правилом

𝑍𝑡 = 𝑋𝑡 mod 𝑚 + 𝑌𝑡 mod 𝑛 mod 𝑀, 𝑡 = 0, 1, 2, . . . (1)

Последовательность, полученная согласно формуле (1), имеет гаран-
тированный период длины 𝑚𝑛. Основные свойства выходной после-
довательности генератора Пола описаны в работе [1].

Многие статистические процедуры проверки свойств случайных
последовательностей основаны на свойствах серий. В докладе [2] при-
ведена предельная теорема Пуассона для числа цепочек без самона-
ложения (и, как следствие, для обычных серий) в выходной последо-
вательности генератора Пола.

Настоящая работа посвящена изучению свойств числа плотных се-
рий в выходной последовательности такого генератора.

Предельные теоремы. Напомним, что отрезок последовательно-
сти {𝑥1, . . . , 𝑥𝑘} образует плотную 𝑎-цепочку, если 𝑎 ∈ {𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1},
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𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1. Плотная 𝑎-цепочка называется плотной 𝑎-серией,
если ее нельзя продлить в обе стороны с сохранением этого свойства
(место появления первого знака 𝑎 будем называть ее началом). Длина
плотной 𝑎-серии — число знаков в отрезке последовательности, соде-
ржащем все ее знаки 𝑎, а вес плотной 𝑎-серии — число входящих в нее
знаков 𝑎. Свойства плотных серий в последовательности независимых
случайных величин рассмотрены в работах [3, 4].

Пусть z𝑠, 𝑤 — число плотных 𝑎-серий длины 𝑠 и веса 𝑤 в выходной
последовательности генератора Пола (1), которые начались до момен-
та 𝑇 6 𝑚𝑛. Будем считать, что выполнено естественное требование
𝑤 > 1, 𝑤 6 𝑠 6 2𝑤 − 1. Если 𝑠 + 4 < max{𝑚,𝑛}, то среднее число
плотных серий веса 𝑠 и длины 𝑤

l𝑠, 𝑤 = Ez𝑠, 𝑤 = 𝑇

(︂
1 − 1

𝑀

)︂4
𝑝𝑠, 𝑤, 𝑝𝑠, 𝑤 = 𝐶𝑠−𝑤

𝑤−1

1

𝑀𝑤

(︂
1 − 1

𝑀

)︂𝑠−𝑤

. (2)

Эта формула получена в работе [4]. Требование 𝑠 + 4 < max{𝑚,𝑛}
означает, что плотная 𝑎-серия в выходной последовательности 𝑍𝑡 об-
разована независимыми равномерно распределенными случайными
величинами из заполнений регистров (𝑋0, . . . , 𝑋𝑚−1) и (𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1).

Обозначим через r(𝑈, 𝑉 ) расстояние по вариации между распреде-
лениями случайных величин 𝑈 и 𝑉 . Для случайных величин, распре-
деленных на множестве неотрицательных целых чисел,

r(𝑈, 𝑉 ) =
1

2

∞∑︁
𝑘=0

|P{𝑈 = 𝑘} −P{𝑉 = 𝑘}|.

Теорема 1. Пусть 𝑚,𝑛 > 1, 𝑇 6 𝑚𝑛, 𝑤 > 1, 𝑤 6 𝑠 6 2𝑤−1, а слу-
чайные величины 𝑋0, . . . , 𝑋𝑚−1, 𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1 независимы и равномерно
распределены на множестве 𝐴𝑀 = {0, 1, . . . , 𝑀 − 1}. Тогда

r(z𝑠, 𝑤,p𝑠, 𝑤) 6 2(𝑚 + 𝑛)(2𝑠 + 7)𝑝𝑠, 𝑤,

где p𝑠, 𝑤 — случайная величина, распределенная в соответствии с за-
коном Пуассона с параметром l𝑠, 𝑤.

Следствие 1. Пусть случайные величины𝑋0, . . . , 𝑋𝑚−1, 𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1

независимы и равномерно распределены на множестве𝐴𝑀 , 𝑚,𝑛,𝑤 → ∞,
𝑇 6 𝑚𝑛, так что

l𝑠, 𝑤 → l ∈ (0,∞) и
ln𝑚

𝑛
+

ln𝑛

𝑚
→ 0.

Тогда закон распределения случайной величины z𝑠, 𝑤 сходится к закону
Пуассона распределения случайной величины с параметром l.

Следствие 2. Пусть случайные величины𝑋0, . . . , 𝑋𝑚−1, 𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1

независимы и равномерно распределены на множестве𝐴𝑀 , 𝑚,𝑛,𝑤 → ∞,
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𝑇 6 𝑚𝑛, так что

l𝑠, 𝑤 → ∞ и 𝑠

(︂
l𝑠, 𝑤
𝑛

+
l𝑠, 𝑤
𝑚

)︂
→ 0.

Тогда закон распределения случайной величины (z𝑠, 𝑤 − l𝑠, 𝑤)/
√︀
l𝑠, 𝑤

сходится к стандартному нормальному закону распределения.

Обозначим

z𝑤 =
2𝑤−1∑︁
𝑠=𝑤

z𝑠, 𝑤

число плотных 𝑎-серий веса 𝑤 в выходной последовательности гене-
ратора Пола (1), которые начались до момента 𝑇 6 𝑚𝑛.

Из выражения (2) следует, что среднее число плотных 𝑎-серий веса
𝑤 (и любой длины)

l𝑤 = Ez𝑤 =
2𝑤−1∑︁
𝑠=𝑤

l𝑠, 𝑤 = 𝑇
2𝑤−1∑︁
𝑠=𝑤

𝐶𝑠−𝑤
𝑤−1

1

𝑀𝑤

(︂
1 − 1

𝑀

)︂𝑠−𝑤+4

=

= 𝑇

(︂
1 − 1

𝑀

)︂4

𝑝𝑤, 𝑝𝑤 =
1

𝑀𝑤

(︂
2 − 1

𝑀

)︂𝑤−1

.

Последняя формула получена в работе [3].

Теорема 2. Пусть 𝑚,𝑛 > 1, 𝑇 6 𝑚𝑛, 𝑤 > 1, а случайные величины
𝑋0, . . . , 𝑋𝑚−1, 𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1 независимы и равномерно распределены
на множестве 𝐴𝑀 . Тогда

r(z𝑤,p𝑤) 6 2(𝑚 + 𝑛)(4𝑤 + 5)𝑝𝑤,

где p𝑤 — случайная величина, распределенная в соответствии с зако-
ном Пуассона с параметром l𝑤.

Следствие 3. Пусть случайные величины𝑋0, . . . , 𝑋𝑚−1, 𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1

независимы и равномерно распределены на множестве𝐴𝑀 , 𝑚,𝑛,𝑤 → ∞,
𝑇 6 𝑚𝑛, так что

l𝑤 → l ∈ (0,∞) и
ln𝑚

𝑛
+

ln𝑛

𝑚
→ 0.

Тогда закон распределения случайной величины z𝑤 сходится к закону
Пуассона распределения случайной величины с параметром l.

Замечание 1. В условиях следствия 1 и 3 вес 𝑤 = 𝑂(ln𝑇 ).
Следствие 4. Пусть случайные величины𝑋0, . . . , 𝑋𝑚−1, 𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1

независимы и равномерно распределены на множестве𝐴𝑀 , 𝑚,𝑛,𝑤 → ∞,
𝑇 6 𝑚𝑛, так что

l𝑤 → ∞ и 𝑤

(︂
l𝑤
𝑛

+
l𝑤
𝑚

)︂
→ 0.
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Тогда закон распределения случайной величины (z𝑤−l𝑤)/
√
l𝑤 сходит-

ся к стандартному нормальному закону распределения.

Замечание 2. Можно показать, что условия следствия 4 выполне-
ны, если 𝑇 = 𝑚𝑛, 𝑚 > 𝑛, 𝑛 → ∞,

𝑤 =

[︂
ln𝑚𝑛− ln ln𝑚𝑛

ln𝑃−1

]︂
, 𝑃 =

1

𝑀

(︂
2 − 1

𝑀

)︂
,

ln𝑚 ln ln𝑚

𝑛
→ 0.

Доказательство теоремы 1. Отметим, что распределение после-
довательности

𝑍𝑡 = 𝑎−𝑋𝑡 mod 𝑚 + 𝑌𝑡 mod 𝑛 mod 𝑀, 𝑡 = 0, 1, 2, . . . , (3)

совпадает с распределением последовательности (1), так как в усло-
виях теоремы распределения наборов

(𝑋0, . . . , 𝑋𝑚−1) и (𝑎−𝑋0, . . . , 𝑎−𝑋𝑚−1)

совпадают. Знак минус означает вычитание по модулю 𝑀 . Форму-
ла (3) удобнее тем, что

{𝑍𝑡 = 𝑎} = {𝑋𝑡 mod 𝑚 = 𝑌𝑡 mod 𝑛}.

Пусть 𝑊 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 — событие, состоящее в том, что в момент 𝑡 в после-

довательности 𝑍0, 𝑍1, . . . началась плотная 𝑎-серия длины 𝑠 и веса 𝑤,
𝑖 = 𝑡 mod 𝑚, 𝑗 = 𝑡 mod 𝑛 (такая серия начинается со знаков 𝑋𝑖 и 𝑌𝑗).

Обозначим 𝑈𝑇 = {(𝑡 mod 𝑚, 𝑡 mod 𝑛) : 𝑡 = 0, 1, . . . , 𝑇 − 1}, при
(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈𝑇

𝑈𝑖, 𝑗 = 𝑈𝑖 ∪ 𝑈𝑗,

𝑈𝑖 = {(𝑖′, 𝑗′) ∈ 𝑈𝑇 : |𝑖′ − 𝑖| 6 𝑠 + 3},
𝑈𝑗 = {(𝑖′, 𝑗′) ∈ 𝑈𝑇 : |𝑗′ − 𝑗| 6 𝑠 + 3}.

Тогда
|𝑈𝑖,𝑗| 6 |𝑈𝑖| + |𝑈𝑗| =

(︀
2(𝑠 + 3) + 1

)︀
(𝑚 + 𝑛). (4)

Согласно методу Чена — Стейна [5],

r(z𝑠, 𝑤,p𝑠, 𝑤) 6
1 − 𝑒−l𝑠, 𝑤

l𝑠, 𝑤
(𝑆1 + 𝑆2), (5)

где

𝑆1 =
∑︁

(𝑖, 𝑗)∈𝑈𝑇

∑︁
(𝑖′, 𝑗′)∈𝑈𝑖, 𝑗

P{𝑊 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 }P{𝑊 𝑠, 𝑤

𝑖′, 𝑗′},

𝑆2 =
∑︁

(𝑖, 𝑗)∈𝑈𝑇

∑︁
(𝑖′, 𝑗′)∈𝑈̇𝑖, 𝑗

P{𝑊 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 𝑊 𝑠, 𝑤

𝑖′, 𝑗′}. (6)
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Оценим сумму 𝑆1. В условиях теоремы 1

P{𝑊 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 } = P{𝑊 𝑠, 𝑤

0, 0 } =

(︂
1 − 1

𝑀

)︂4

𝑝𝑠, 𝑤 < 𝑝𝑠, 𝑤,

поэтому из (4) имеем

𝑆1 =
∑︁

(𝑖, 𝑗)∈𝑈𝑇

∑︁
(𝑖′, 𝑗′)∈𝑈𝑖, 𝑗

P{𝑊 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 }P{𝑊 𝑠, 𝑤

𝑖′, 𝑗′} <

<
∑︁

(𝑖, 𝑗)∈𝑈𝑇

|𝑈𝑖, 𝑗|𝑝2𝑠, 𝑤
(︂

1 − 1

𝑀

)︂4

6

(︂
1 − 1

𝑀

)︂4

𝑇 (2𝑠 + 7) (𝑚 + 𝑛)𝑝2𝑠, 𝑤 =

= l𝑠, 𝑤 (2𝑠 + 7) (𝑚 + 𝑛)𝑝𝑠, 𝑤. (7)

Теперь оценим сумму 𝑆2 с использованием следующей леммы.

Лемма 1. Если (𝑖′, 𝑗′) ∈ 𝑈𝑖, 𝑗 ∖ {(𝑖, 𝑗)}, то

P{𝑊 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 𝑊 𝑠, 𝑤

𝑖′, 𝑗′}6𝑝2𝑠, 𝑤

(︂
1 − 1

𝑀

)︂4
=

(︃
𝐶𝑠−𝑤

𝑤−1

1

𝑀𝑤

(︂
1 − 1

𝑀

)︂𝑠−𝑤+2
)︃2
. (8)

С помощью формулы (8) оценим правую часть выражения (6):

𝑆2 =
∑︁

(𝑖, 𝑗)∈𝑈𝑇

∑︁
(𝑖′, 𝑗′)∈𝑈̇𝑖, 𝑗

P{𝑊 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 𝑊 𝑠, 𝑤

𝑖′, 𝑗′}<
∑︁

(𝑖, 𝑗)∈𝑈𝑇

|𝑈𝑖, 𝑗|𝑝2𝑠, 𝑤
(︂

1 − 1

𝑀

)︂4
6

6

(︂
1 − 1

𝑀

)︂4

𝑇 (2𝑠 + 7) (𝑚 + 𝑛)𝑝2𝑠, 𝑤 = l𝑠, 𝑤 (2𝑠 + 7) (𝑚 + 𝑛)𝑝𝑠, 𝑤. (9)

Подставляя (7) и (9) в формулу (5), получаем

r(z𝑠, 𝑤,p𝑠, 𝑤) 6 2
1 − 𝑒−l𝑠, 𝑤

l𝑠, 𝑤
l𝑠, 𝑤 (2𝑠 + 7) (𝑚 + 𝑛)𝑝𝑠, 𝑤 <

< 2 (2𝑠 + 7) (𝑚 + 𝑛)𝑝𝑠, 𝑤.

Теорема 1 доказана. �

Доказательство теоремы 2. Доказательство теоремы 2 проведем
аналогично доказательству теоремы 1. Так как при весе 𝑤 максимальная
длина серии 𝑠 = 2𝑤 − 1, окрестности определяются формулами

𝑈̄𝑖, 𝑗 = 𝑈̄𝑖 ∪ 𝑈̄𝑗,

𝑈̄𝑖 = {(𝑖′, 𝑗′) ∈ 𝑈𝑇 : |𝑖′ − 𝑖| 6 2𝑤 + 2},
𝑈̄𝑗 = {(𝑖′, 𝑗′) ∈ 𝑈𝑇 : |𝑗′ − 𝑗| 6 2𝑤 + 2}.

Из формулы (4) получаем

|𝑈̄𝑖, 𝑗| 6 |𝑈̄𝑖| + |𝑈̄𝑗| =
(︀
2(2𝑤 + 2) + 1

)︀
(𝑚 + 𝑛) = (4𝑤 + 5) (𝑚 + 𝑛).
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Далее все рассуждения полностью повторяют рассуждения при дока-
зательстве теоремы 1, в которых окрестности 𝑈𝑖, 𝑗 заменены на 𝑈̄𝑖, 𝑗 ,
а вероятности 𝑝𝑠, 𝑤 на 𝑝𝑤. Имеем

𝑆1 <
∑︁

(𝑖, 𝑗)∈𝑈𝑇

|𝑈̄𝑖, 𝑗|𝑝2𝑤
(︂

1 − 1

𝑀

)︂4
6

6

(︂
1 − 1

𝑀

)︂4
𝑇 (4𝑤 + 5) (𝑚 + 𝑛)𝑝2𝑤 = l𝑤 (4𝑤 + 5) (𝑚 + 𝑛)𝑝𝑤,

𝑆2 <
∑︁

(𝑖, 𝑗)∈𝑈𝑇

|𝑈̄𝑖, 𝑗|𝑝2𝑤
(︂

1 − 1

𝑀

)︂4
6 l𝑤 (4𝑤 + 5) (𝑚 + 𝑛)𝑝𝑤,

значит, расстояние по вариации r(z𝑤,p𝑤) 6 (4𝑤 + 5) (𝑚 + 𝑛)𝑝𝑤.
Теорема 2 доказана. �

Доказательство леммы 1. Отметим, если 1 6 |𝑖−𝑖′| = |𝑗−𝑗′| 6 𝑠,
то P{𝑊 𝑠, 𝑤

𝑖, 𝑗 𝑊 𝑠, 𝑤
𝑖′, 𝑗′} = 0. Например, при 1 6 𝑖 − 𝑖′ = 𝑗 − 𝑗′ 6 𝑠 одна

из серий начинается со знаков 𝑋𝑖 и 𝑌𝑗 и 𝑋𝑖−2 ̸= 𝑌𝑖−2, 𝑋𝑖−1 ̸= 𝑌𝑖−1,
но знаки 𝑋𝑖−2, 𝑌𝑖−2, 𝑋𝑖−1, 𝑌𝑖−1 образуют плотную серию совпадений
знаков, начинающихся со знаков 𝑋𝑖′ и 𝑌𝑗′ .

Пусть 𝑊̃ 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 — событие, состоящее в том, что в момент 𝑡 в последо-

вательности 𝑍0, 𝑍1, . . . началась плотная 𝑎-цепочка длины 𝑠 и веса 𝑤.
Очевидно, что

P{𝑊 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 } 6 𝑃{𝑊̃ 𝑠, 𝑤

𝑖, 𝑗 }
(︂

1 − 1

𝑀

)︂2
,

P{𝑊 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 𝑊 𝑠, 𝑤

𝑖′, 𝑗′} 6 P{𝑊̃ 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 𝑊̃ 𝑠, 𝑤

𝑖′, 𝑗′}
(︂

1 − 1

𝑀

)︂4
.

(10)

Если 𝑠 + 1 6 |𝑖− 𝑖′| = |𝑗 − 𝑗′| 6 𝑠 + 3, то

P{𝑊 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 𝑊 𝑠, 𝑤

𝑖′, 𝑗′} 6 P{𝑊̃ 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 𝑊̃ 𝑠, 𝑤

𝑖′, 𝑗′}
(︂

1 − 1

𝑀

)︂4
6

6 P{𝑊̃ 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 }P{𝑊̃ 𝑠, 𝑤

𝑖′, 𝑗′}
(︂

1 − 1

𝑀

)︂4
.

Таким образом, формула (8) для случая 1 6 |𝑖− 𝑖′| = |𝑗−𝑗′| 6 𝑠+3
доказана. Далее будем считать, что |𝑖− 𝑖′| ≠ |𝑗 − 𝑗′|.

Зафиксируем конфигурации 𝐶1 и 𝐶2 совпадающих и несовпадаю-
щих знаков отдельно на отрезках (𝑋𝑖, . . . , 𝑋𝑖+𝑠−1) и (𝑌𝑗, . . . , 𝑌𝑗+𝑠−1)
и на отрезках (𝑋𝑖′ , . . . , 𝑋𝑖′+𝑠−1) и (𝑌𝑗′ , . . . , 𝑌𝑗′+𝑠−1) соответственно.
Предположим, что обе конфигурации совпадений могут осуществить-
ся вместе (в противном случае вероятность их совместного появления
равна 0 и лемма доказана). Число таких различных конфигураций для
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каждой пары отрезков равно 𝐶𝑠−𝑤
𝑤−1 . Поэтому общее число конфигура-

ций совпадений 𝐶 = 𝐶1 ∩ 𝐶2, которые могут осуществиться вместе,
не превосходит (𝐶𝑠−𝑤

𝑤−1)
2.

Обозначим через 𝑊̃ 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗, 𝐶1

и 𝑊̃ 𝑠, 𝑤
𝑖′, 𝑗′, 𝐶2

события 𝑊̃ 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 и 𝑊̃ 𝑠, 𝑤

𝑖′, 𝑗′ при фик-
сированных конфигурациях 𝐶1 и 𝐶2. Тогда

𝑊̃ 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 =

⋃︁
𝐶1

𝑊̃ 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗, 𝐶1

, 𝑊̃ 𝑠, 𝑤
𝑖′, 𝑗′ =

⋃︁
𝐶2

𝑊̃ 𝑠, 𝑤
𝑖′, 𝑗′, 𝐶2

. (11)

Рассмотрим граф G = (𝐺, 𝑉 ), в котором множество вершин 𝐺 = 𝐼∪𝐽 ,

𝐼 = {𝑖, . . . , 𝑖 + 𝑠− 1} ∪ {𝑖′, . . . , 𝑖′ + 𝑠− 1},
𝐽 = {𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑠− 1} ∪ {𝑗′, . . . , 𝑗′ + 𝑠− 1}.

Множество ребер построим следующим образом. Пусть 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐺.
Если при конфигурации совпадений 𝐶 знаки 𝑋𝑢 и 𝑋𝑣 связаны отно-
шением равенства или неравенства, то вершины 𝑢 и 𝑣 будут связаны
ребром первого или второго типа соответственно. При таком построе-
нии каждой вершине инцидентны не более двух ребер. Таким образом,
множество ребер 𝐸 имеет вид

𝐸={(𝑖+𝑘, 𝑗+𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑠−1}∪{(𝑖′+𝑘, 𝑗′+𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑠−1}.
Ребрам первого типа припишем метку 𝑝 = {𝑋1 = 𝑌1} = 1/𝑀 , а реб-
рам второго типа — метку 1 − 𝑝 = 1 − 1/𝑀 .

Приведем следующие важные для нас свойства графа G:
1) граф G является двудольным с долями 𝐼 и 𝐽 ;
2) каждой вершине инциденты не более двух ребер;
3) граф G не имеет циклов и параллельных ребер;
4) граф G состоит из одной или нескольких цепей ребер.
Из этих свойств графа G и независимости всех случайных ве-

личин {𝑋0, . . . , 𝑋𝑚−1} и {𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1} следует, что вероятность
P{𝑊̃ 𝑠, 𝑤

𝑖, 𝑗 𝑊̃ 𝑠, 𝑤
𝑖′, 𝑗′} равна произведению меток всех ребер графа G, поэтому

P{𝑊̃ 𝑠, 𝑤
𝑖, 𝑗 𝑊̃ 𝑠, 𝑤

𝑖′, 𝑗′} = 𝑝2𝑤(1 − 𝑝)2(𝑠−𝑤). (12)

Из выражений (10)–(12) следует формула (8).
Лемма 1 доказана. �

Заключение. С помощью известного метода Чена — Стейна уста-
новлена скорость сближения распределения числа плотных серий
заданных длины и веса в выходной последовательности генератора
Пола с двумя регистрами с их сопровождающими пуассоновскими
распределениями. Это позволяет получить пуассоновскую и нормаль-
ную предельные теоремы для указанных случайных величин при
определенном изменении параметров схемы и указать скорость схо-
димости в них. Эти результаты дополняют полученные ранее в рабо-
тах [2–4].
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