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Исследовано взаимодействие стабилизирующего и дестабилизирующего 
эффектов в геотермальной системе с фиксированным перепадом давле-
ний по вертикали в зависимости от толщины низкопроницаемого слоя и 
его проницаемости в предположении малости конвективного переноса 
энергии по сравнению с кондуктивным. Проанализировано взаимодей-
ствие неустойчивости, вызываемой положением тяжелой жидкости 
над легкой (гидростатической неустойчивости), с одной стороны, и 
стабилизации потоком через поверхность фазового перехода, низкой 
проницаемостью и градиентом температуры — с другой.  

Ключевые слова: геотермальные системы, фазовые переходы, устой-
чивость.  

Введение. В ряде геотермальных систем (таких, например, как 
Лардерелло в Италии, Гейзеры в США, Матсукава в Японии) слой во-
ды находится в пористой среде над слоем пара [1]. Это означает, что 
область, занятая тяжелой жидкостью, может устойчиво находится над 
областью легкой жидкости. При изменении параметров возможна де-
стабилизация физической системы, которая в случае несмешивающих 
жидкостей вызывает неустойчивость Рэлея — Тейлора [2]. Однако в 
рассматриваемом случае поверхность фазового перехода, разделяю-
щая воду и пар, не является классической поверхностью раздела двух 
жидкостей: она, прежде всего, допускает переток массы и на ней могут 
действовать стабилизирующие механизмы термодинамического ха-
рактера, связанные с изменением температуры, давления и т. д. [3]. 

Впервые возможность устойчивой конфигурации вода — пар в 
геотермальной системе была теоретически показана в работе [3]. При 
этом движение фаз в основном вертикальном потоке, подлежащем 
исследованию на устойчивость, отсутствовало в силу выбранных 
граничных условий. В работах [4–6] такое движение фаз допуска-
лось. Возникает оно при условии движения воды и пара через верх-
нюю и нижнюю границы геотермального резервуара. 

Течения в геотермальном резервуаре при отсутствии гравитации и 
постоянстве температуры фазового перехода для различных условий на 



А.Т. Ильичев, Г.Г. Цыпкин 

2 

верхней границе геотермального слоя рассмотрены в работе [7]. 
Неустойчивость Рэлея — Тейлора в этом случае не имеет места, и 
положение поверхности фазового перехода при однородных условиях 
на верхней границе (заданы постоянные давление и температура) 
единственно для фиксированных физических параметров. 

В работах [8, 9] показано, что при изменении физических пара-
метров может возникнуть бифуркация поверхности фазового перехо-
да типа точки поворота, когда происходит рождение или исчезнове-
ние пары поверхностей, одна из которых подвержена длинноволно-
вой неустойчивости через дестабилизацию возмущением с нулевым 
волновым числом. В этом случае эволюция узкой полосы слабонели-
нейных волн вблизи порога неустойчивости описывается веществен-
ным диффузионным уравнением Колмогорова — Петровского — 
Пискунова с невырожденной квадратичной нелинейностью в случае 
общего положения [10]. 

В настоящей работе при фиксированном перепаде давления и одно-
родных условиях на верхних границах низкопроницаемого горизон-
тального слоя изучается конкуренция неустойчивости Рэлея  — Тейлора 
и стабилизации вертикальным течением через границу фазового пере-
хода вода — пар в геотермальных системах в зависимости от толщины 
низкопроницаемого слоя и проницаемости. Эта конкуренция проявляет-
ся в неединственности локализации стационарных плоских фронтов фа-
зового перехода, по крайней мере один из которых всегда неустойчив. 
Множественные фронты возникают в результате бифуркации из устой-
чивого фронта. В окрестности точки бифуркации динамика узкой поло-
сы слабонеустойчивых и слабонелинейных мод описывается одной из 
форм нелинейного диффузионного уравнения Колмогорова — Петров-
ского — Пискунова.  

Постановка задачи. Рассмотрим течения, реализующиеся в 
высокотемпературных геотермальных резервуарах. Пусть резервуар 
состоит из двух высокопроницаемых горизонтальных слоев, разде-
ленных слоем низкопроницаемой породы — горизонтальной полосой 
бесконечной протяженности: < < ,x   0 < < ,z L  с осью ,z  на-
правленной вертикально вниз (рис. 1). Верхний I и нижний II высо-
копроницаемые слои заполнены соответственно водой и паром. 
Внутри слоя низкопроницаемой породы находится поверхность фа-
зового перехода, разделяющая области 1 и 2, занятые соответственно 
водой и паром. 

Процессы тепломассопереноса в геотермальных системах опи-
сываются в рамках равновесной термодинамики и подчиняются  
законам сохранения массы и энергии, закону Дарси для воды и пара, 
уравнениям состояния. Предполагается, что вода и пар несжи-
маемы.  
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Система основных уравнений в двух областях низкопроницаемой 
породы, разделенных поверхностью, имеет вид:  
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Здесь jv  — вектор скорости фильтрации; k  — проницаемость;   — 

вязкость; P  — давление;   — плотность; g  — ускорение свободно-

го падения;  ze  — орт оси z ;  C  — теплоемкость; T  — температура; 

j  — теплопроводность; m  — пористость;  w , v , s  — индексы во-

ды, пара и скелета пористой среды соответственно. 
Условия на границе раздела между областями воды и пара сфор-

мулируем как условия на поверхности термодинамически равновес-
ного фазового перехода =z h   (где = ( , )t x   — отклонение по-
верхности раздела фаз) [5], т. е.  
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Рис. 1. Схема геотермальной си-
стемы:   
I  —  высокопроницаемая область 
{z < 0,  < x < };  II —  то же  { z > L,  
 < x < };  1 — низкопроницаемая 
область {0 < z < h + ,    < x < }, за-
нятая водой; 2  — то же {h +  <  z < L, 
 < x < },  занятая паром  
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Здесь величины, относящиеся к области пара, имеют индекс «+», а к 
области жидкости — «–»; aP  — атмосферное давление; V  — ско-
рость, нормальная к области поверхности фазового перехода. 

Граничные условия на плоских границах между низко- и высоко-
проницаемыми слоями имеют вид  

 0 0
0 0= 0 : = , = ; = : = , = .z P P T T z L P P T T  (3) 

При достаточно низких значениях проницаемости в уравнении 
теплопроводности можно пренебречь конвективным теплопереносом  
по сравнению с кондуктивным [5]. Полагая соответствующие кон-
вективные члены в уравнении теплопроводности равными нулю, пе-
репишем уравнения (1) в виде  
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Будем считать, что эффективные теплоемкость и теплопровод-
ность определяются только соответствующими параметрами пород, 
т. е. 1,2 = ,   1,2 = .a a  Последнее является хорошим приближением в 

случае малой пористости, реализуемой в геотермальных системах. 
 Вертикальные течения. При условии пренебрежения конвек-

тивным теплопереносом из выражений (2)–(4) следует, что распреде-
ления давления и температуры имеют следующий вид [5]:  
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где ,P T   — давление и температура на поверхности раздела соот-
ветственно.  

Подставляя выражения (5) в условия (2), получаем уравнения для 
определения равновесных давления P  и температуры ,T а также по-
ложения поверхности раздела h :  
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Выражая из первых двух уравнений давление и температуру и 
подставляя их в третье уравнение, находим уравнение для определе-
ния положения поверхности фазового перехода: 

 ( ) = 0,G H  (6) 

где ( )G H  — трансцендентная функция [5]; = / .H h L  
Уравнение (6) имеет один или три корня (с учетом кратности), а 

следовательно, для фиксированных значений физических параметров 
существует одна или три поверхности фазового перехода. 

 Устойчивость вертикальных течений. Представим решение 
задачи (2)–(4) для каждого низкопроницаемого слоя в виде  

 
 

( , , ) = ( , , ), ( , , ) = ( , , );

= ( , ) = ,0,0, /

s sP t x z P P t x z T t x z T T t x z

V V t x t
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где = ( , )z h t x  — уравнение поверхности фазового перехода.  
Решение (7) является возмущением решения (5), описывающего 

вертикальный поток. Считая, что давление и температура на верхней и 
нижней горизонтальных границах низкопроницаемого слоя не возму-
щаются, после подстановки (7) в (2)–(4) получаем систему уравнений с 
граничными условиями на возмущения ( ),P z  ( ).T z  Решение этой 
системы определяет глобальное по времени поведение возмущенного 
потока, в частности, как сильно он отклоняется от невозмущенного. В 
связи с этим можно говорить об устойчивости или неустойчивости вер-
тикального течения. В силу того факта, что решение нередуцирован-
ных уравнений с граничными условиями для возмущений практически 
невозможно, имеет смысл рассматривать линейную устойчивость вер-
тикального потока по отношению к малым возмущениям, а также пы-
таться учесть влияние нелинейности на эволюцию этих возмущений. 

Для линейной (или нормальной) устойчивости характерен экспо-
ненциальный рост или убывание малых возмущений:  

 ˆ ˆˆ ˆ( , , ) = ( )exp( ); ( , , ) = ( )exp( );P t x z P z i x t T t x z T z i x t            

 ˆ ˆ ˆ( , ) = exp(i ),t x x t     (8) 

что удовлетворяет линеаризованным вокруг вертикального течения 
(5) граничным условиям и уравнениям (2)–(4). 

Поведение возмущений (8) (их рост или убывание) определяется 
ветвями дисперсионных кривых вида  
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ˆˆ= ( ), = , =
L

L
a

        

при вещественных волновых числах   [5].  
 Взаимодействие стабилизирующего и дестабилизирующего 

факторов. Рассмотрим геотермальный резервуар со следующими па-
раметрами:  

4= 1,478 10w   Па  с;  5= 1,587 10v   Па  с;  = 888,66w  кг/м 3 ; 

= 4,83v  кг/м 3 ;  6= 2,04 10q   Дж/кг;  0 = 450T  K; 
0 = 538,96T  K;  6

0 = 10P  Па;  0 6= 3,62 10P   Па; 

= 2s  Вт/(м K);   = 0,58w  Вт/(м K); 
= 0,033v  Вт/(м K);  = 9,8g  м/с2; = 0,1;m  

3= 2,5 10s   кг/м 3 ;  3= 10sC  Дж/(кг K); 
3= 4,39 10wC   Дж/(кг K);  3= 1,8 10vC   Дж/(кг К); 

с переменной проницаемостью k  и толщиной .L  
Зафиксируем сначала проницаемость и будем менять толщину 

низкопроницаемого слоя. На рис. 2 изображена бифуркационная кри-
вая ( )H L  при 17= 6 10k   м2. 

При толщинах низкопроница-
емого слоя 400L   м имеется один 
устойчивый фронт фазового пере-
хода. В точке 400L   м (точка 2 на 
рис. 2) возникает еще пара фрон-
тов, один из которых (темные точ-
ки) неустойчив для возмущений, 
имеющих волновые числа в 
окрестности нуля (длинноволно-
вые возмущения). На пороге не-
устойчивости центрального фронта 
эта пара сливается и при < 400L м 
перестает существовать. При даль-
нейшем увеличении толщины низ-
копроницаемого слоя в точке 

402L   м (точка 1 на рис. 2) пара 
фронтов фазового перехода пропадает и остается один устойчивый 
фронт. 

В окрестности точек бифуркации 400L   и 402 ( 0,789H   и 
0,655 соответственно) поведение гармонических возмущений не-
устойчивой и устойчивой поверхностей фазового перехода описыва-
ется дисперсионными кривыми для волновых чисел ,  близких к ну-
лю (рис. 3). 

Рис. 2. Зависимость положения H 
фронта фазового перехода от тол-
щины L низкопроницаемого слоя 
в геотермальном резервуаре при 
фиксированной проницаемости 
k = 6  10–17 м2 
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В окрестности точек бифуркации 2 и 1 ( = ,z H   2 2= / =L   

/ ,a L  где   и a  — характерные длина волны и амплитуда соответ-
ственно) узкая полоса слабонеустойчивых мод описывается нелиней-
ным диссипативным уравнением Колмогорова — Петровского — Пис-
кунова [10]:  

 * 2 *2 2 * 2 * = 0.f f f XX f                (9) 
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а коэффициент = ( ).f O   

Рис. 3. Дисперсионные кривые ( )  для двух фронтов вблизи точек
бифуркации; а — в правой полуокрестности точки 2; б — в левой по-
луокрестности точки 1 (см. рис. 2) 
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С помощью масштабных преобразований 
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постоянные коэффициенты в уравнении (9) можно сделать равными 
1 . Преобразованное таким образом уравнение (9) в окрестности 

точки 2 примет вид  
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 (10) 

а в окрестности точки 1 —  
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 В уравнении (10) знак «–» соответствует верхней устойчивой 
ветви, a «+» — средней неустойчивой ветви в правой полуокрестно-
сти точки 2, а в  (11) знак «–» — соответствует нижней устойчивой 
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ветви, а «+» — средней неустойчивой ветви в левой полуокрестности 
точки 1 (см. рис. 2). 

Зафиксируем теперь толщину L  низкопроницаемого слоя  и бу-
дем менять проницаемость .k  На рис. 4, а изображена бифуркацион-
ная диаграмма при = 400,2L  м. 

Рис. 4. Зависимость положения H фронта фазового перехода от проницае-
мости k низкопроницаемого слоя в геотермальном резервуаре при фикси-
рованной толщине L = 400,2 м (а) и 400 м (б)  

 
При 175,67 10k    м2 имеется один устойчивый фронт фазового 

перехода. В точке 17= 5,67 10k   м2 возникают еще два фронта, один 
из которых (центральный) неустойчив для возмущений, имеющих 
волновые числа в окрестности нуля (длинноволновые возмущения). 
Существующий до бифуркации фронт остается устойчивым и после 
бифуркации и занимает низшее (соответствующее максимуму )H  
положение. В достаточно малой окрестности этой точки все фронты 
фазового перехода находятся близко один к другому, так что дина-
мика возмущений всех трех фронтов в этой окрестности, по-
видимому, может быть описана единым модифицированным уравне-
нием Колмогорова — Петровского — Пискунова [11]. Неустойчивым 
здесь также является центральный фронт фазового перехода. 

На рис. 4, б изображена бифуркационная диаграмма при = 400L  м. 
При 176,03 10k    м2 имеется один устойчивый фронт. При k  =  

= 6,03 1710 м2 происходит бифуркация и рождается еще два плоских 
стационарных фронта фазового перехода. При увеличении проницае-
мости k  имеем неустойчивый к длинноволновым возмущениям цен-
тральный фронт (точки  ), устойчивый верхний фронт, соответствую-
щий минимуму ,H   а также нижний фронт фазового перехода, не-
устойчивый к гармоническим возмущениям и имеющий конечные 
ненулевые волновые числа (точки ▲).  При 176,535 10k    м2 проис-
ходит дестабилизация верхнего стационарного фронта (точки    ) фазо-
вого перехода. Механизм дестабилизации описан в работе [6] и проис-



А.Т. Ильичев, Г.Г. Цыпкин 

10 

ходит при = .   При дальнейшем увеличении проницаемости левый 
конец бесконечного отрезка неустойчивых волновых чисел для > 0  и 
правый — для < 0  перемещается к точке = 0  и область неустойчи-
вых волновых чисел расширяется. 

 Обсуждение результатов. В работе [7] температура фазового 
перехода практически постоянна вдоль всего слоя, поэтому ее значе-
ние задано, а условие фазового перехода (последнее уравнение в си-
стеме (2)) не используется. Однако для больших толщин низкопро-
ницаемого слоя и высоких градиентов давления перепад температуры 
фазового перехода может быть значительным. На рис. 5 приведен 
пример геотермальной системы, для которой перепад 65T   К, а 

0/ 0,144.T T   Поэтому использование условия фазового перехода 
играет существенную роль прежде всего при определении локализа-
ции фронта. 

Рис. 5. Зависимости температуры от давления: ( ) T p  — на поверхно-

сти фазового перехода; ( ), 
s sT p  ( ) 

s sT p  — при L = 400 м 

 
На примере локализации фронтов фазового перехода при различ-

ной толщине геотермального слоя и фиксированной проницаемости 
(см. рис. 2) рассмотрим механизмы образования фронтов основного 
вертикального течения в зависимости от конкурирующих механизмов 
дестабилизации Рэлея — Тейлора и стабилизации потоком флюида че-
рез поверхность фазового перехода. 

На устойчивой ветви AB  бифуркационной диаграммы (рис. 6), 
вертикальная скорость отрицательна, т. е. пар втекает в воду и кон-
денсируется. Значения скорости на ветви AB  находятся в интервале 

101,03 10  … 10,6 10   м/c. Поток жидкости направлен вверх, и 
скорость жидкости является достаточной, чтобы компенсировать 
распространение воды вниз, против потока. При малой деформации 
результирующая поверхность фазового перехода направлена по по-
току жидкости вверх, и неустойчивость Рэлея — Тейлора, связанная 
с проникновением воды в занимаемую паром область, не развивается. 
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На устойчивой ветви CD  (см. 
рис. 6) вертикальная скорость воды 
положительна, т. е. вода течет вниз 
в область пара и испаряется. Ветвь 
CD  соответствует значениям ско-
рости 100,129 10 … 101,33 10 м/c.  
Поток жидкости направлен вниз,  
и более холодная вода, достигая  
поверхности фазового перехода, 
охлаждает ее, в результате чего 
возмущенный фронт передвигается 
вверх в область более низких дав-
лений. При этом гидростатическое 
давление воды, вызывающее неустойчивость Рэлея — Тейлора, умень-
шается и поверхность фазового перехода остается устойчивой. В этом 
случае фронт фазового перехода движется в сторону, противоположную 
направлению движения флюидов (что невозможно для поверхности 
раздела в случае двух несмешивающих жидкостей). 

Наконец, на одной части ветви BC  бифуркационной диаграммы 
происходит конденсация пара (скорости воды и пара направлены 
вверх), а на другой — испарение воды (поток через фронт направлен 
вниз). Однако абсолютного значения скорости потока через поверх-
ность фазового перехода недостаточно, чтобы компенсировать гид-
ростатическую неустойчивость Рэлея — Тейлора, и соответствующие 
поверхности фазового перехода являются неустойчивыми, причем 
неустойчивость имеет длинноволновый характер. 

В связи со сложностью основных уравнений и граничных усло-
вий динамику геотермальной системы можно описать только с по-
мощью численного анализа. Поэтому при выборе достоверной чис-
ленной схемы большое значение имеет аналитическое описание не-
которых режимов. В частности, режимы в окрестности точек бифур-
кации B  и C  (см. рис. 6), которые описываются уравнением (9), мо-
гут служить для корректировки численных методов исследования 
уравнений (1)–(3). 

 Заключение. Таким образом, установлено, что особенности 
формирования поверхностей фазового перехода вертикальных тече-
ний в геотермальных системах при неизменных градиентах давления 
и температуры и различных проницаемостях и толщинах слоя связа-
ны с взаимодействием дестабилизирующих и стабилизирующих фак-
торов. К первым относится гидростатическая неустойчивость (вода 
находится над паром) или неустойчивость Рэлея — Тейлора, ко вто-
рым — поток фаз через поверхность фазового перехода. Стабилизи-
рующий фактор преобладает, когда модуль скорости на фронте имеет 
достаточно большое значение. Новая пара фронтов, один из которых 
обязательно неустойчив, возникает или пропадает при критическом 

Рис. 6. Бифуркационная диаграм-
ма, соответствующая кривой на
рис. 2 
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(минимальном при возникновении и максимальным при исчезнове-
нии) значении скорости потока на фронте.  

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 
№ 11-01-00335 и № 11-01-12051-офи-м-2011). 
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