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Рассмотрена модель сферической оболочки в рамках оболочечных 
уравнений типа Тимошенко. Решена задача о взаимодействии тонкой 
сферической оболочки с окружающей ее акустической жидкостью с 
учетом инерции вращения и деформации поперечного сдвига. Предло-
жен метод получения аналитического решения задачи о взаимодей-
ствии тонкой сферической оболочки с окружающей ее акустической 
жидкостью, основанный на применении преобразования Лапласа.  
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Введение. Изучению взаимодействия упругой конструкции с жид-

костью посвящен ряд работ [1–8]. Некоторые типы оболочек и оболо-
чечных конструкций (в рамках гипотез Кирхгофа — Лява) исследованы 
в работах  [1, 9, 10].  

В моделях, описывающих упругое тело, заключенное между двумя 
криволинейными поверхностями, расстояние между которыми посто-
янно и мало по сравнению с другими характерными размерами, при 
описании движения частиц тела можно перейти от уравнений теории 
упругости к уравнениям теории тонких оболочек. Теория оболочек ти-
па Тимошенко учитывает инерцию вращения и деформацию попереч-
ного сдвига. В таких оболочках возмущение распространяется с конеч-
ной скоростью. 

 В настоящей работе в рамках указанной модели получено анали-
тическое решение в изображениях задачи о взаимодействии тонкой 
сферической оболочки, описываемой уравнениями типа Тимошенко, с 
окружающей ее акустической жидкостью. Исследован частный пре-
дельный случай для безразмерной оболочки. Установлено, что в пре-
дельном случае полученные результаты совпадают с предельными  
результатами, выведенными на основе оболочечных уравнений 
Кирхгофа — Лява. 

Постановка и решение задачи. Пусть t — время, Оx'y'z' — по-
движная декартова система координат, начало О которой в любой 
момент времени совпадает с центром масс сферической оболочки и, 
следовательно, в начальный момент движения (до начала воздей-
ствия волны и нагрузки) — с центром сферы радиусом a. Обозначим 
w', v' — соответственно радиальное и тангенциальное смещения сре-
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динной поверхности оболочки в подвижной системе координат  
(w'  0 по направлению к центру сферы); , Rdp p   — соответственно ди-

фракционное давление и давление излучения в жидкости, q' — поверх-
ностная сила на единицу площади (предполагается, что избыточная па-
дающая волна ip  и сила q' являются осесимметричными и до момента  
t = 0 они тождественно равны нулю);   — смещение центра масс обо-
лочки относительно начального положения в момент t = 0, когда он 
совпадал с центром сферической оболочки (предполагается, что    0 в 

направлении отрицательной полуоси Oz' ); , ' — соответственно 
плотности жидкости и материала оболочки; a, h — радиус срединной 
поверхности оболочки и ее толщина; 10,c 20c  — скорости распростра-
нения фронтов волн по срединной поверхности оболочки; с — скорость 
звука в жидкости;  — угол поворота нормали к срединной поверхно-
сти оболочки в плоскости (r,  ); kТ  — численный коэффициент сдвига; 
, Е — соответственно коэффициент Пуассона и модуль Юнга материа-

ла оболочки; 
   

.
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
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В рамках оболочечных уравнений типа Тимошенко [9], учитываю-
щих инерцию вращения и деформацию поперечного сдвига, в линейном 
приближении осесимметричное движение в акустической жидкости 
тонкой упругой сферической оболочки, подверженной воздействию не-
стационарной падающей волны избыточного давления ( , , )i ip p r t     
и поверхностной силы с интенсивностью ( , ),q q t     описывается в 
безразмерных переменных в подвижной системе координат следующей 
системой уравнений:  
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     0 1
0
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с граничными и начальными условиями вида 
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Решения уравнений (1)–(6) и (10)–(12) взаимно связаны, так как в 
них входит величина .W  В выражениях (1)–(12) обозначено 
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 — оператор Лапласа в сфе-

рических координатах r,  (осесимметричный случай), где r = r'/a;  
z' = r cos ; y' = r sin sin ; x' = r sin cos [11]. Введем безразмерные 
величины:  

2
20
2
10

, sin , cos , , , , ,
cct v w

V v W w v w
a a a a c

  
        

         

   
2 2

2 2
10 20 2 22

1011

, , , , ,
122 11

iT
i

E E pk h cc c p
a c E


    

      
 

 
 



В.Г. Богомолов, А.А. Федотов 

4 

  

 2 2

0 1

1
, , , , .d R

d R

ap p c q
p p q

E E h E E

 
 

  
       

Отметим, что в рассматриваемой задаче ищется только возму-
щенное движение оболочки и жидкости по отношению к статическо-
му состоянию, определяемому до момента движения 0t   статиче-
ским постоянным давлением 0p  в жидкости, окружающей оболочку. 

Применяя к уравнениям (1)–(6) преобразование Лапласа по : 

0
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вводя новые переменные 0 00, , WV
    по формулам  
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  (13) 

и разлагая функции 0 00, , , , , ,i d Rp p p dWV
    в ряды по поли-

номам Лежандра: 
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приводим систему (1)–(6) к виду 
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Решая систему (14)–(16) относительно 0,nW   получаем с учетом 

обозначений (13) выражение для :nW   
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Для определения величин ,d np  и , ,R np входящих в выражение 

(18) для ,np  найдем решение систем (7)–(9) и (10)–(12), применяя к 

ним преобразование Лапласа по  и разлагая изображение в ряды по 
полиномам Лежандра. В результате получаем 
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Здесь 1/2( )nK s  — функция Макдональда от аргумента s порядка  
n + 1/2.  
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Из выражений (19) и (21) определяем 
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Из соотношений (17) и (22) получаем 
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где m — отношение массы жидкости в объеме сферической оболочки 
радиусом a к массе самой оболочки, 
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C учетом (13), (20), (22), (23) окончательные выражения для 
изображений смещения центра масс ,   коэффициентов разложений 



Задача взаимодействия упругой сферической оболочки с жидкостью 

7 

радиального смещения nw  и результирующей нагрузки на оболочку 

np  примут вид 
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Для изображения безразмерной силы находим  
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2 cos sin 4 1 .i d R r
F dp p p q s



       


      
   

В частном предельном случае безразмерной оболочки (  ,  
  0) из соотношений (24)–(28) получаем результаты, совпадающие 
с полученными в работе [9] (если в формулах, выведенных на основе 
оболочечных уравнений Кирхгофа — Лява, перейти к пределу при  
  ). 

Заключение. Таким образом, установлено, что аналитическое 
решение в изображениях задачи о взаимодействии тонкой сфериче-
ской оболочки с окружающей ее акустической жидкостью в предель-
ном случае совпадает с предельными результатами, выведенными на 
основе оболочечных уравнений Кирхгофа — Лява. 
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