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Установлены оценки первого собственного значения краевой задачи с 
параметром в граничном условии для эллиптического уравнения вто-
рого порядка в ограниченной области. Получено асимптотическое 
разложение первого собственного значения при больших значениях 
параметра. 
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Рассмотрим спектральную задачу с вещественным параметром  

для самосопряженного эллиптического дифференциального уравне-
ния второго порядка 
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в ограниченной области nR с гладкой границей , где  — спек-
тральный параметр; ( )g x  — функция, непрерывная на   и удовле-

творяющая условию 0( ) 0.g x g    

Коэффициенты ( )ija x  будем предполагать вещественнозначны-

ми, непрерывно дифференцируемыми в  , удовлетворяющими 
условиям симметричности ( ) ( )ij jia x a x  и эллиптичности 

  2
( ) ,A x     ,  0,  x ,  nR . 

Производная по конормали в граничном условии (2) определена 
равенством  
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где 1( , , )n    — единичный вектор внешней нормали к .    
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Задача (1), (2) возникает при исследовании колебаний неодно-
родной мембраны с упруго закрепленным краем. В случае ( ) 1g x   
она называется задачей Робена для 0  и обобщенной задачей Ро-
бена для 0.  

Рассматривая задачу (1), (2) в пространстве 1( )H  , мы ищем 

значения  , для которых существует ненулевая функция 1( )u H  , 
удовлетворяющая интегральному тождеству  
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при любой функции 1( )v H  . Равенство (3) может быть записано с 
произвольной постоянной 0:M    
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Определим в пространстве 1( )H   эквивалентное исходному ска-
лярное произведение  
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и норму 
2

[ , ]MM
u u u .Теперь равенство (4) можно преобразовать к 

виду 

[ , ] [ , ] ( )[ , ] ,M M Mu v Tu v M Bu v     

где самосопряженные операторы 1 1: ( ) ( )T H H    и 1: ( )B H    
1( )H   определяются билинейными формами 

 [ , ] ;MTu v guvds


   [ , ]MBu v uvdx


  ,   1, ( ).u v H       (5) 

Таким образом, имеем спектральную задачу в пространстве 
1( )H   с нормой 

M
 : 

 ( ) ( ) ,I T u M Bu      (6) 

где I — единичный оператор.   
В области с гладкой границей для каждой функции 1( )v H   

справедлива оценка [1] 
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с постоянной 1C , зависящей от ,  и произвольным 0.  С учетом 
выражений (5) и  (7) получаем 
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  С2 — постоянная,  завися-

щая от коэффициентов ( )ija x  и 1,g 2 0.C   

Из неравенства (8) вытекает, что  

2 ,
M M

Tu C u
 

  

поэтому при 1  , где 1  зависит от 2C  и  , справедливо неравен-

ство 1 1( ) ( )
1

H H
T     , обратный оператор 1( )I T   ограничен и 

  11( ) 1 .I T T
     Следовательно, уравнение (6) может быть 

приведено к виду 

1( )( ) 0.I M I T B u        

Оператор B  является компактным [1], а значит, оператор 
1 1 1( ) : ( ) ( )I T B H H     также компактен при данном .   

Таким образом, спектр задачи (6) состоит из последовательности 
собственных значений конечной кратности   , 1, 2, ...,j R j   с 

единственной предельной точкой на бесконечности. Поскольку 
1( ) , 0

M
I T Bu u    , имеем  

,j M   j  , .j   
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Рассмотрим первое собственное значение 1 1( )    задачи (1), (2). 

Собственное значение 1 является простым при всех      [2]. 
Обозначим соответствующую собственную функцию .u  Поскольку 

оператор 1( )I T B  является компактным и самосопряженным, в со-
ответствии с вариационным принципом имеем равенство 
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Нас будет интересовать поведение 1( )   при  . Пусть 
( )

1
d  — первое собственное значение задачи Дирихле 
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a u  — соответствующая собственная функция. 
Лемма 1. Функция 1( )   имеет следующие свойства: 

монотонно возрастает и удовлетворяет неравенству ( )
1 1 ;d   

выпукла вверх, т. е.  

     1 1 2 1 1 1 2(1 ) (1 )             , 0 1  ; 

дифференцируема и  
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 Доказательство. Монотонное возрастание 1( )   следует непо-
средственно из равенства (9). Кроме того, в силу (9) выполняется не-
равенство 
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откуда следует оценка  

( )d
d  .  

Неравенство ( )d
d   будет доказано ниже. 

Выпуклость 1( )   вытекает из неравенства  
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Наконец, для доказательства равенства (12) применим оценки 
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из которых получаем двустороннее неравенство 
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Поскольку собственная функция u  зависит от   непрерывно в 

пространстве 1( )H   [3], из оценки (14) следует, что 
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Применяя теорему единственности решения задачи Коши для  

эллиптических уравнений [4], получаем, что 
1

2 0,u ds


   а значит,  
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2 0.gu ds


   Это доказывает соотношение (12) и неравенство 
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В работе [5] для ij ija   , 1g   и 2n   была получена следующая 

двусторонняя оценка: 
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  | |  — длина граничной кривой. В 

дальнейшем свойства функции 1( )  изучали различные авторы [6–11]. 

 Теорема 1. Для 2n   и 0  справедлива оценка 
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 Доказательство. Для произвольной функции 1( )v H   рас-
смотрим краевую задачу 
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при 
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Теорема доказана. 
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Из леммы 1 и теоремы 1 следует, что при 3 0C   и 0 0    
имеет место двусторонняя оценка 

( ) ( )1
3 11 10 ( )d dC         . 

Помимо оценок нас также интересует получение асимптотиче-
ских разложений собственного значения 1( )   при  . Спра-
ведливо следующее утверждение.  
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Доказательство. Рассмотрим краевую задачу 
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Дифференцируя соотношения (21), (22) по ,k  получаем краевую 
задачу 
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Положим ( )
1

0
(0) lim ( ) d

k
k


    , ( ,0)z x u  . Тогда, используя со-

отношения (21)–(24) и формулу Грина, имеем 

 

, 1

, 1

( ,0) ( , )
( ) (0) ( ,0)0

( ,0) ( , )
( ) ( ) ( ,0)

( , )
(0) ( ) ( ,0)

n

ij
j ii j

n

ij
j ii j

z x dz x k
a x z x dx

x x dk

z x dz x k
a x k z x dx

x x dk

dz x k
k z x dx

dk







           

           

  











 
 

 

 

, 1

( , ) ( , )
( ) ( ) ( ,0)

( , )
(0) ( ) ( ,0)

( ,0) ( , )
( , )

( )

( ) ( , ) ( ,0)

( , )
(0) ( ) ( ,0)

n

ij
j ii j

dz x k dz x k
a x k z x dx

x x dk dk

dz x k
k z x dx

dk

z x z dz x k ds
x k k

N N N dk g x

d
k z x k z x dx

dk

dz x k
k z x

d









           

  

         

  

 











 



 

( ,0) ( , ) ( , )
.

( )

dx
k

z x z x k dz x k ds
k

N N N dk g x







        





 

Следовательно, 

  ( , )1 (0) ( ) ( ,0)( )
( , ) ( ,0)

dz x kd k z x dxk
dkdk z x k z x dx 



   





    

 
( ,0) ( , ) ( , )

.
( )

z x z x k dz x k ds
k

N N N dk g x

           
   (25) 

Из равенства (25) получаем 



Оценки первого собственного значения эллиптической краевой задачи с параметром 

 11 

2

20

( ,0)

(0) lim ( )
( ,0)k

z x ds
N gd d

k
dk dk z x dx







 
  

  



 

 

и функция ( )k  имеет асимптотическое разложение 

( ) (0) (0) ( )
d

k k o k
dk

   
   

 

2

( )
1 2

( ), 0.d

u ds
N g

k o k k
u dx





 
  

   







   (26) 

Разложение (26) доказывает соотношение (20). 
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