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Рассмотрим техногенно-опасный объект (ТОО), критические от-

казы которого могут наблюдаться на некотором интервале времени 
( , ).l    Предполагается, что отказ на этом интервале может по-
влечь за собой техногенную катастрофу, аварию, чрезвычайную си-
туацию и т. д. Отказы ТОО вне этого интервала времени считаются 
некритическими, и тогда наработка до критического отказа ТОО  

 
,   если отказ произошел внутри интервала ( , ),

( , )
,  если отказа там не было,

l
l

l

  
 




  
  (1) 

где   — наработка до критического отказа. 
Определим среднюю наработку до критического отказа как ма-

тематическое ожидание случайной величины (1) по следующей фор-
муле: 

  ( , ) ( , ) ,l M l     (2) 

где  M   — математическое ожидание величины, заключенной внут-

ри скобок. 
Точечная оценка показателя ( )ρ τ, l . Согласно определению 

определения показателя (2), в качестве точечной оценки показателя 
( , )l   можно взять величину 
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где k — число отказавших ТОО в течение времени   из всех одно-
типных объектов в количестве n, наблюдаемых в процессе испытаний 
(или подконтрольной эксплуатации); iz  наработка i-го отказавшего 

ТОО на интервале времени ( , )l    из числа m всех отказавших 

ТОО на этом интервале  1, 2, , .i m   

Покажем, что точечная оценка (3) смещенная, т. е. 

   ( , ),ˆ ( , )n
kM ll        

и найдем несмещенную точечную оценку показателя (2), используя 
два вспомогательных утверждения. 

Определим случайную величину 

  ,  если отказ ТОО произошел внутри интервала

( )                ( , ),

,  если отказа там не было.

l l

l

   
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  
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


  

Докажем первое утверждение. 
Лемма 1. Справедлива следующая формула: 

 ( ) ( , ),M l r l 
     (5) 

где 

 
0

1
( , ) ( ) ,

( )

l
r l P t dt

P
 


   

( )P   — вероятность безотказной работы ТОО в течение времени, 
указанного внутри скобок. 

Доказательство. Определим функцию распределения случайной 
величины (4). Имеем  

      ,F t Pr l t
         

где ( )Pr   — вероятность события, заключенного внутри скобок при 
0 t l   (от англ. probability — вероятность). 

Используя формулу условных вероятностей, найдем 

    
 
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откуда  

   ( )
1 .

( )

P t
F t

P




   

Следовательно, плотность распределения случайной величины (4) 
имеет вид 

 
( )

( ) .
( )

f t
f t

P




  (6) 

Случайная величина (4) смешанная, поэтому она имеет непре-
рывную часть (первая строка) и дискретную часть (вторая строка). 
Формула (6) соответствует ее непрерывной части. 

Дискретная часть случайной величины (4)  

   ( )
.

( )

P l
Pr l l

P




     (7) 

Отметим, что 
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   

т. е. плотность распределения, определяемая формулами (6) и (7), об-
ладает нормировочным свойством. 

Согласно формуле математического ожидания для смешанной 
случайной величины, имеем [1] 

 
0

( )
( ) .

( )
( )

l P l
M tf t dt l

P
l




 
        (8) 

Используя формулу (6), в которой ( ) ( ),f t P t      получаем 

 
0 0

( ) 1
( ) ( ) .

( ) ( )

l lP l
tf t dt l P t dt

P P
 
 

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Подставляя полученное выражение в формулу (8), имеем 

 
0

1
( ) ,

( )
( )

l

M P t dt
P

l  
       

что является доказательством формулы (5) и тем самым леммы 1. 
Для дальнейшего исследования необходимо найти (в обозначени-

ях формулы (3)) следующую случайную величину: 
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Докажем второе утверждение. 
Лемма 2. Справедлива следующая формула: 

      ˆ ( , ) , ,n
k nM r l K r l       (10) 

где 

    1 1 .
n

nK P       (11) 

Составим таблицу распределения вероятностей для случайной 
величины (9): 

 
 

0̂ ( , )nr l   
1̂ ( , )nr l   

2̂ ( , )nr l  …  ˆ ( , )n
kr l  …  

1ˆ ( , )n
nr l  0 

 0nP   1nP   2nP  …  nP k  …  1nP n    nP n  

 
В этой таблице 

       ,   0,1, 2, , ,k k n k
n nP k C F P k n     (12) 

есть вероятность того, что из п объектов откажут k  в течение време-

ни ;  k
nC  — число сочетаний из п элементов по k .  

Согласно правилу вычисления математического ожидания для 
условных случайных величин [2], имеем  
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где условная случайная величина 

  

 

1

( )

ˆ .( , )

n k
j

n j
k

l

r k
n k

l










 (14) 

Здесь  

 
  если -й объект отказал внутри интервала
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j  — наработка j-го объекта до отказа. 

При фиксированном значении k  из выражения (14) найдем 

  ˆ ( , ) ( , ),n
kM r l k r l      (15) 

поскольку 

   ( ) ( , ).jM l r l   

Следовательно, из выражения (13) с учетом формулы (15) получим 

    
1
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ˆ ( , ) ( , ) .
n

n
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k

M r l r l P k 




      (16) 

Поскольку 

  
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n

n
k

P k


  

найдем 
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Учитывая формулу (12), имеем 

     
1
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1 1 .
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n
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P k P 




    

Записав найденное выражение в соотношение (16), получим ис-
комую формулу (10), что и доказывает лемму 2. 

Из леммы 2 следует, что точечная оценка (9) смещенная. При 
этом из функции смещения следует, что  lim 1.n

n
K 


  Другими сло-

вами, при больших выборках п смещение ликвидируется, а при ма-
лых — нет. 

Согласно формулам (3) и (9), имеем 

    ˆ ˆ( , ) ( , ),n n
k kl r l      

откуда следует, что оценка (3) в силу леммы 2 также смещенная. 
Для ликвидации смещения запишем новую точечную оценку: 

 
   ( , ) ( , ),n n
k kl r l       (17) 
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где 

  
 

 
ˆ ( , )

( , ) .
n

n k
k

n

r l
r l

K




  (18) 

Поскольку, согласно лемме 2, 

   ( , ) ( , ),n
kM r l r l    
  

для точечной оценки (17) получим 

   ( , ) ( , ).n
kM l r l         (19) 

Из формул (1) и (4) имеем 

 ( , ) ( ),l l      

откуда, применив операцию математического ожидания к обеим ча-
стям с учетом формул (2) и (5), найдем 

 ( , ) ( , ).l r l      (20) 

Поскольку правые части (19) и (20) равны, будут равны и левые части: 

   ( , ) ( , ).n
kM l l      
  

Откуда следует, что точечная оценка (17) несмещенная. 
Таким образом, доказана теорема 1. 
Теорема 1. Несмещенной точечной оценкой средней наработки 

до критического отказа техногенно-опасного объекта служит следу-
ющая величина: 

  
 

 
ˆ ( , )

( , ) ,
n

n k
k

n

r l
l

K
 
  


   

где  ˆ ( , )n
kr l  — оценка, определяемая формулой (9), значение 

 nK   — формулой (11). 

В частности, при 0   из теоремы 1 вытекает следующее утвер-
ждение. 

Следствие. Для техногенно-опасного объекта, у которого кри-
тические отказы могут наблюдаться на интервале времени  0, ,l  

несмещенной точечной оценкой средней наработки до критического 
отказа служит величина 
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  

1

1
(0, ) ( ) ,

m
n

i
i

l z n m l
n




 
  

 
   (21) 

где т — число отказавших объектов на этом интервале времени из 
числа всех однотипных в количестве п, наблюдаемых в процессе ис-
пытаний; iz  — наработка i-го отказавшего объекта на интервале 

времени 0,( )l  при 1, 2, ,i m  . 

Нижняя доверительная граница показателя ( , ).ρ τ l  При ма-
лых значениях п степень доверия к точечной оценке показателя 

( , )l   крайне низка. Для повышения степени доверия установим 

нижнюю доверительную границу ( ) ( , )n
k l   для показателя ( , )l   

при заданной доверительной вероятности Р. Другими словами, 

найдем такую нижнюю оценку ( ) ( , )n
k l   для показателя ( , )l  , ко-

торая будет удовлетворять соотношению  

 ( )( , ) ( , )n
kPr l l P        

при заданной доверительной вероятности 0 1P  . 
Докажем теорему 2. 
Теорема 2. Нижней доверительной границей показателя ( , )l   

при заданной доверительной вероятности Р служит следующая вели-
чина: 

 
 
 

( ) ( ) ln 1
( , ) ( , ) ,

( ) 2
n n

k k
n

Pl
l l

K n k
   


 

 


  (22) 

где ( ) ( , )n
k l   — несмещенная точечная оценка показателя ( , )l  , 

определенная формулой (17); k — число объектов, отказавших в те-
чение времени  от начала наблюдения из всей совокупности n одно-
типных объектов; ( )nK   — величина, определяемая формулой (11).  

Доказательство. Получим оценку по следующей формуле: 

    1ˆ ˆ( , ) ( , ),n n
k kJ l r l

l
   (23) 

где значение ( )ˆ ( , )n
kr l  определяется соотношением (9). 

Согласно соотношению (10) леммы 2, имеем 

      ˆ ( , ) , ,n
nkM J l K J l       (24) 
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где  

   1
, ( , ).J l r l

l
   (25) 

Здесь, согласно лемме 1,  

 
0

1
( , ) ( ) .

( )

l

r l P t dt
P




   

Определим следующие случайные величины: 

 ,  если -й объект отказал внутри интервала ,  ;

1,  если там отказа не было.

i

i

z
i l

X l


 

  


(26) 

Воспользуемся неравенством для случайных величин  ,i i iX a b  

и произвольного значения 0   [3]: 

 

 

2 2

1

1

1 2
1 exp ,i n

i
i i

i

Pr X

b a

   
 



 
              
 




 (27) 

где 

 
1

1
.i

i

M X



 

 
  

 
  

Неравенство (27) представляет собой односторонний аналог неравен-
ства Чебышева [4]. 

Для случайных величин (26) имеем 0,ia   1ib    1, 2, , .i    

Положив в неравенстве (27) ,n k    в соответствии с формула-
ми (23) и (24) получим 

         2ˆ , 1 exp 2 ,( , )n
nkPr J K J l n kl               

так как  

  
1

.
n k

i i
i

b a n k




    

Откуда  
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  
 

    2
ˆ ,

, 1 exp 2 .
( )n

k

n

J l
Pr J l n k

K

 
 



            
 

Поскольку значение 0   — произвольное положительное чис-
ло, выберем его исходя из условия 

   21 exp 2 ,n k P       

где Р — заданная доверительная вероятность, 0 1.P   Тогда  

 
 
 

ln 1
.

2

P

n k


 



 (28) 

Следовательно, имеем 

  
 

 
ˆ ( , )

, ,
n

k

n

J l
Pr J l P

K

 




 
  

  
 

где значение   определяется формулой (28). 
Для нижней доверительной границы показателя  ,J l  найдем 

  
 

 
( )

ˆ ( , )
, .

n
n k

k
n

J l
J l

K

 





  

Умножая обе части полученного равенства на величину l  с учетом 
формул (23) и (25), получим следующую формулу для нижней дове-
рительной границы показателя  ,r l : 

  
 

 
( ) ˆ ( , )

, .
n

n k
k

n

r l l
r l

K

 





  

С учетом формул (18) и (20)  

    
 

( ) , ( , ) .nn
k k

n

l
l r l

K
    


    

Откуда, согласно (17), имеем 

    
 

( ) , ( , ) ,nn
k k

n

l
l l

K

   


   
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где значение   определяется соотношением (28), что является дока-
зательством формулы (22) и тем самым теоремы 2. 

В частности, при 0   из теоремы 2 вытекает следующее утвер-
ждение. 

Следствие. Для техногенно-опасного объекта, у которого кри-
тические отказы могут наблюдаться на интервале времени  0, ,l  

нижней доверительной границей средней наработки до критическо-
го отказа служит величина 

      ( ) ln 1
0, (0, ) ,

2
nn P

l l l
n

 
 

   (29) 

где   (0, )n l  — несмещенная точечная оценка показателя (0, )l , 

определяемая формулой (21); Р — заданная доверительная вероят-
ность, 0 1.P   

Например, при отсутствии отказов у девяти однотипных объектов 
в течение времени испытаний длительностью 300 ч нижняя довери-
тельная граница средней наработки до критического отказа при дове-
рительной вероятности, равной 0,865, согласно формуле (29), рав-
на 200 ч. 

Из формул (22) и (29) следует, что нижние доверительные грани-
цы средних наработок до критического отказа объекта совпадают с 
точечными оценками при доверительной вероятности Р = 0. Другими 
словами, уровень доверия к точечным оценкам средней наработки до 
критического отказа крайне низкий. Однако при больших значениях 
n   степень доверия к этим оценкам, как это следует из формул 
(22) и (29), возрастает. 

Таким образом, установлена нижняя доверительная граница 
средней наработки до критического отказа ТОО при заданной дове-
рительной вероятности. Эта граница позволяет по результатам испы-
таний или подконтрольной эксплуатации определять безопасную 
длительность эксплуатации ТОО в зависимости от заданной довери-
тельной вероятности. 

 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 10-08-
00607-а). 
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