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Гибкий кабель, связывающий необитаемый подводный аппарат
(НПА) с надводным или подводным судном обеспечения, являет-
ся одним из важнейших компонентов телеуправляемого подводного
комплекса. В процессе разработки подводных робототехнических
средств такого класса возникает необходимость расчета статических
конфигураций кабеля и оценки динамических параметров всей при-
вязной системы “кабель–НПА”. Известные методы анализа статики
и динамики кабельных линий формировались в процессе создания
буксируемых подводных систем [1, 2]. Особенности и методы про-
ектирования кабельных привязных систем телеуправляемых НПА
(ТНПА) в научно-технической литературе освещены недостаточно,
в частности, отсутствуют ориентированные на практическое исполь-
зование формы математического представления кабеля переменной
длины, учитывающие воздействие на него управляющих и внешних
сил.

Ряд особенностей функционирования ТНПА определяет целесо-
образность, а иногда и необходимость, целенаправленного изменения
длины кабеля, связывающего ТНПА и судно. В таких случаях кабель
является не только компонентом общей динамической привязной си-
стемы, но и выступает в роли самостоятельного объекта управления.
Наиболее ярко эти особенности проявляются в телеуправляемых ком-
плексах, которые используются с борта подводного судна (подводной
лодки).

Для решения проектных задач, связанных с созданием робототех-
нических комплексов такого типа, необходим соответствующий мето-
дический арсенал. Полные математические модели кабельных линий
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Рис. 1. Конфигурация кабельной привязной системы для НПА:
а — плавучий кабель; б — кабель отрицательной плавучести

сложны и малопригодны для инженерных расчетов. Поэтому в реаль-
ной практике используют упрощенные схемы представления кабеля,
вводят ряд допущений при описании действующих на него нагрузок и
исключают из рассмотрения второстепенные факторы. Представляет-
ся целесообразным распространить такой подход и на формирование
математической модели кабеля с изменяемой длиной.

Принципиальная схема использования телеуправляемого комплек-
са с борта подводного носителя изображена на рис. 1.

Привязная система такого комплекса может быть реализована с
использованием плавучего кабеля или кабеля с отрицательной плаву-
честью (см. рис. 1). В качестве переходного случая можно рассматри-
вать кабель нейтральной плавучести, который в различных гидрологи-
ческих условиях попеременно приобретает небольшой запас положи-
тельной или отрицательной плавучести. В режиме совместного движе-
ния НПА и носителя или при работе аппарата в условиях подводного
течения конфигурация гибкой линии в основном определяется гидро-
динамическим воздействием на кабель. Поэтому в таких режимах оба
рассматриваемых варианта практически эквивалентны. Поведение ка-
беля при отсутствии набегающего потока воды определяется следу-
ющими параметрами: погонной плавучестью и вытравленной длиной
кабеля; относительной позицией НПА и значением вертикальной силы
Fy, создаваемой его движителями. При использовании кабеля с отри-
цательной плавучестью (рис. 1, б) на нижнем участке кабеля образует-
ся петля, которая при малой дистанции НПА от дна может привести
к зацепу за донные объекты. Еще более опасен случай образования
петли на верхнем участке плавучего кабеля (рис. 1, а), так как возни-
кает опасность запутывания кабеля в забортных устройствах носите-
ля. Единственной возможностью снизить вероятность возникновения
таких зацепов кабеля является введение в состав телеуправляемого
комплекса системы регулирования длины кабеля. Результаты расчета
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Рис. 2. Конфигурация кабеля (Lкаб = 300Lкаб = 300Lкаб = 300м) при различных течениях

Рис. 3. Конфигурации кабеля переменной длины при v = 0,01v = 0,01v = 0,01м/с

плоских конфигураций для плавучего кабеля длиной 300 м при различ-
ных скоростях течения приведены на рис. 2. Возможность деформации
этой геометрии в условиях малого течения за счет изменения длины
кабеля иллюстрируется графиками, изображенными на рис. 3.

Для анализа динамических характеристик кабеля изменяемой дли-
ны предлагается использовать его упрощенное представление (рис. 4)
со следующими допущениями:

— рассматривается плоское движение кабельной линии;
— кабель представляется в виде трех стержней, связанных иде-

альными шарнирами, при этом первый стержень является телескопи-
ческим и его текущая длина равна (l − Δl), а остальные два имеют
неизменную длину l;

— центры масс и объема каждого стержня находятся в его середине;
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Рис. 4. Расчетная эквивалентная схема кабельной линии изменяемой длины

— подводное течение (vт) постоянно и действует в плоскости мно-
гозвенника;

— первый шарнир связан с подводным носителем, последний шар-
нир — с НПА, поэтому оба крайних шарнира неподвижны в рассма-
триваемой системе координат.

Последнее допущение полностью соответствуют двум типовым ре-
жимам использования НПА:

— совместного синхронного движения НПА и носителя;
— динамического позиционирования НПА у объекта работ.
С учетом принятых допущений эквивалентная механическая систе-

ма будет иметь только две степени свободы, что существенно упроща-
ет ее математическое представление. Для описания движения систе-
мы будем использовать уравнения Лагранжа. В качестве обобщенных
координат системы выберем угол наклона первого стержня α1, от-
считываемый от вертикали, и изменение длины первого стержня Δl.
Связь зависимых координат системы с обобщенными координатами
определяется системой уравнений

xнпа = l((1−Δl̄) sinα1 + sinα2 + sinα3);

yнпа = l((1−Δl̄) cosα1 + cosα2 + cosα3),

где xнпа = const, yнпа = const — координаты последнего шарнира,
связанного с НПА; Δl̄ = Δl/l — относительное удлинение первого
стержня.

Проводя линеаризацию уравнений путем их разложения в ряд Тей-
лора, можно получить приближенные линейные зависимости прира-
щений координат:

Δα2 ≈ a2Δα1 + b2Δl̄; Δα3 ≈ a3Δα1 + b3Δl̄,

где

a2 =
sinα30 cosα10 − cosα30 sinα10
sinα20 cosα30 − cosα20 sinα30

;

b2 =
sinα30 sinα10 + cosα30 cosα10
sinα30 cosα20 − cosα30 sinα20

;

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2012 35



a3 =
sinα10 cosα20 − cosα10 sinα20
sinα20 cosα30 − cosα20 sinα30

;

b3 =
sinα20 sinα10 + cosα20 cosα10
sinα20 cosα20 − cosα20 sinα30

;

sinαi0, cosαi0 (i = 1 . . . 3) — тригонометрические функции начальных
углов ориентации звеньев.

Полная кинетическая энергия механической системы, состоящей
из трех звеньев, определяется выражением

TΣ =
2

3
(m+λ)

[

(l −Δl)3α̇21 +
3

4
α̇1α̇2l

2(l −Δl) cos(α2 − α1) +
1

4
l3α̇23

]

,

где m,λ — погонная масса кабеля и присоединенная масса воды, от-
несенные к единице длины стержня.

Вводя связь зависимых и обобщенных скоростей в форме

α̇2 = a2α̇1 +
b2

l
(Δ̇l) и α̇3 = a3α̇1 +

b3

l
(Δ̇l),

можно преобразовать выражение для кинетической энергии к виду

TΣ =
2

3
(m+ λ)

[(
(l−Δl)3+

3

4
a2l
2(l−Δl) cos(α2−α1) +

1

4
l3a23

)
α̇21+

+
(3
4
(l −Δl)2 cos(α2 − α1)b2 +

1

2
l2a3b3

)
α̇1(Δ̇l) +

1

4
b23l(Δ̇l)

2

]

.

Уравнения Лагранжа для выбранных обобщенных координат име-
ют вид

d

dt

(
∂TΣ

∂α̇1

)

−
∂TΣ

∂α1
= Qα;

d

dt

(
∂TΣ

∂(Δ̇l)

)

−
∂TΣ

∂Δl
= Ql,

где Qα, Ql — обобщенные силы, действующие на механическую си-
стему.

При описании гидродинамических сил необходимо учесть возмож-
ность возникновения ламинарных режимов обтекания стержней. Ап-
проксимируя экспериментальные данные по определению гидродина-
мического коэффициента для кругового стержня [3], можно получить
упрощенную функцию вида cn ≈ сnt + 20/Re, где cnt = 1 = const
— значение гидродинамического коэффициента при турбулентных
режимах обтекании; Re — число Рейнольдса. Тогда элементарное
гидродинамическое воздействие, приложенное к стержню, можно
представить в виде суммы линейной и квадратичной составляющих:
Rгд = 0,5cntρlDv

2sign v + 10ρνlv, где v — скорость набегающего по-
тока; ν — коэффициент кинематической вязкости воды, D — диаметр
стержня. Такое описание гидродинамического воздействия применят-
ся для сил, обусловленных собственным движением звеньев системы,
не зависящих от скорости подводного течения.
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Значение обобщенной силы Qα определяется суммой активных
сил, приложенных к звеньям и совершающих работу на элементар-
ном приращении δα1:

Qα =
1

4
(l −Δl)2(cntρD(vТ cosα1)

2−

− 2Wп sinα1 −
1

2
cntρD(l −Δl)

2α̇21sign α̇1−

− 10ρν((l −Δl)α̇1) +
1

2
l2

3∑

i=2

ai(cnρD(vт cosαi)
2 − 2Wп sinαi−

−
1

2
cntρDl

2α̇2i sign α̇i − 10ρνlα̇i),

где Wп — плавучесть, отнесенная к единице длины стержня.
Обобщенная сила Ql определяется выражением

Ql = Fн−
1

2
(l−Δl)(cτρπD((vт sinα1)

2+(Δ̇l)2sign Δ̇l)+Wп cosα1)+

+
1

2
l

3∑

i=2

bi(cntρD(vт cosαi)
2−2Wп sinαi−

1

2
cnρDl

2α̇2i sign α̇i−10ρνlα̇i).

Здесь cτ — касательный гидродинамический коэффициент, Fн —
управляющая сила натяжения, приложенная к концу первого стержня.

Окончательно система уравнений Лагранжа имеет вид

A1α̈1 +B1(Δ̈l) + Eα̇
2
1 + Fα̇1(Δ̇l) = Qα;

B1α̈1 +D(Δ̈l) +Hα̇
2
1 +Gα̇1(Δ̇l) = Ql,

где

A1 =
4

3
(m+ λ)l3((l −Δl)3 +

3

4
a2(l −Δl) cos(α20 − α10) +

1

4
l3a23),

B1 =
1

3
(m+ λ)l2

(3
2
b2(1−Δl̄)

2 cos(α20 − α10) + a3b3
)
,

E =
1

2
(m+ λ)(l −Δl) sin(α20 − α10)a2l

2,

F =
1

2
(m+ λ)(l −Δl)2 sin(α20 − α10)b2,

H = −2(m+ λ)((l −Δl)2 +
1

4
a2l
2 cos(α20 − α10)),

G =
1

3
(m+ λ)(l −Δl)b2 cos(α20 − α10)).

В некоторых случаях полученные уравнения движения механиче-
ской системы можно упростить. Пренебрегая в первом приближении
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влиянием Δl на инерционные свойства первого стержня и значени-
ем переносной скорости второго звена, систему уравнений Лагранжа
можно привести к более простому виду:

Aα̈1 +B(Δ̈l) = Qα;

Bα̈1 +D(Δ̈l) = Ql,

где
A =

4

3
(m+ λ)l3(1 +

3

4
a2 cos(α20 − α10) +

1

4
a23),

B =
1

3
(m+ λ)l2

(3
2
b2 cos(α20 − α10) + a3b3

)
, D =

1

3
(m+ λ)lb23.

Предложенная и апробированная автором математическая модель
кабеля изменяемой длины, несмотря на ее относительную простоту,
сохраняет все основные физические закономерности и позволяет ре-
шить такие важные проектные задачи, как:

— определение динамических характеристик кабельной линии пе-
ременной длины как объекта управления;

— анализ влияния отдельных конструктивных параметров на дина-
мику кабельной линии;

— моделирование различных алгоритмов управления длиной ка-
бельной линии.

Следует отметить, что предложенная модель имеет ряд ограниче-
ний. В частности, в качестве начальных условий должна быть опре-
делена начальная конфигурация стержневой системы в виде значе-
ний углов α10, α20, α30. Поскольку в методе использованы линеари-
зованные соотношения кинематических параметров, то погрешность
моделирования будет возрастать при увеличении приращений коор-
динат относительно их начальных значений. Для оценки относитель-
ной погрешности моделирования можно использовать расчетное зна-
чение смещения НПА относительно заданных координат xнпа, yнпа, т.е.

dr =
√
Δx2 +Δy2

/
√
x2нпа + y

2
нпа. Графики оценки относительных по-

грешностей моделирования dr = f(Δα1) приΔl̄ = 0 и dr = f(Δl̄) при
Δα1 = 0 приведены на рис. 5, а и б соответственно.

Анализ характеристик кабельной линии с использованием пред-
ложенной модели осуществляется традиционными методами, в част-
ности оцениваются ее частотные свойства. В качестве примера на
рис. 6 приведены амплитудно-фазовые частотные характеристики ка-

беля изменяемой длины L(jω) =

∣
∣
∣
∣
α1(jω)

Fн(jω)

∣
∣
∣
∣ и ϕ(jω) = arg

α1(jω)

Fн(jω)
при

различных значениях удельной плавучести.
Практическая ценность предлагаемой модели состоит в том, что

она адекватно отражает реальную физику протекания динамических
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Рис. 5. Оценка погрешностей моделирования

Рис. 6. Амплитудно-фазовые частотные характеристики кабеля изменяемой
длины при различных значениях удельной плавучести

процессов в привязной системе и позволяет с достаточной для ин-
женерных расчетов точностью определить ее важнейшие проектные
параметры. На основе этого математического представления кабеля
можно выполнить синтез различных алгоритмов управления длиной
кабеля Lк. Практически реализуемы два способа управления: управле-
ние с измерением угла схода кабеля α1 или α2; управление по данным
о текущей позиции НПА относительно подводного носителя.
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