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Приведен расчет напряженно-деформированного состояния тон-
кой пластины из слоистого углерод-карбидного композиционного
материала с ортогональным 2D армированием, позволяющий до-
статочно быстро предсказать механизм разрушения и рассчитать
разрушающую нагрузку. Предложен вариант аналитического реше-
ния задачи. Показано, что решение, найденное с помощью метода
конечных элементов, хорошо согласуется с аналитическим реше-
нием. Рассмотрен численный пример. Отмечено, что вследствие
низкой прочности углерод-карбидного композита на межслойный
сдвиг для тонкостенной пластины возможен механизм разруше-
ния, обусловленный расслоением.
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В тонкостенных элементах конструкций современных летательных
аппаратов, испытывающих значительные тепловые и механические
нагрузки, применяются углерод-карбидные композиционные матери-
алы (УККМ). Как правило, они имеют слоистую структуру с орто-
гональным 2D армированием. В качестве наполнителя используется
углеродная ткань, уложенная в несколько слоев. Слои соединены ред-
кой поперечной прошивкой. В результате сложной термической обра-
ботки наполнителя, первоначально пропитанного полимерным связу-
ющим, получается карбидная матрица [1]. Особенностью УККМ явля-
ется то, что теплофизические и физико-механические характеристики
позволяют рассматривать его и как функциональный материал, обес-
печивающий теплозащиту конструкции, и как конструкционный, спо-
собный выдерживать сравнительно высокие силовые нагрузки. Имен-
но эти качества способствовали применению УККМ в современных
высокоскоростных летательных аппаратах, перемещающихся в усло-
виях земной атмосферы.

Рассматривая слоистый УККМ как конструкционный материал,
следует отметить, что ему присуща анизотропия свойств, а также
низкая жесткость и прочность при поперечном нагружении и меж-
слойном сдвиге. При испытаниях и эксплуатации это может вызвать
разрушение, обусловленное расслоением, даже сравнительно тонких
конструктивных элементов. В связи с этим повышенные требования
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предъявляются к способам расчета напряженно-деформированного со-
стояния тонкостенных элементов конструкций из УККМ. В настоящее
время в прикладных расчетах безусловный приоритет имеет метод
конечных элементов (МКЭ). При этом широкое распространение по-
лучил подход, при котором тонкостенный элемент конструкции рас-
сматривается как трехмерное тело с применением соответствующих
конечных элементов. Например, в случае тонкой оболочки вращения
в работе [2] используется конечный элемент виде кольцевого осесим-
метричного тела с треугольным поперечным сечением. В многочи-
сленных современных работах при расчете тонкостенных объектов с
помощью таких программных комплексов, как NASTRAN, ANSYS,
часто используются трехмерные конечные элементы. В этом случае
расчет тонкостенного деформируемого тела, по существу, рассматри-
вается как решение трехмерной задачи теории упругости.

Следует отметить, что указанный подход эффективен при проведе-
нии поверочных расчетов конструкции. В то же время на этапе про-
ектирования, когда требуется оперативно оценить напряжения и де-
формации, основные геометрические и массовые характеристики эле-
мента конструкции, он неудобен в силу своей громоздкости. В этом
случае по-прежнему востребованы относительно простые расчетные
соотношения и вычислительные алгоритмы. Для их обоснования це-
лесообразно иметь аналитические решения соответствующих задач.
В случае проектирования тонкостенных плоских конструктивных эле-
ментов из УККМ для этой цели целесообразно использовать решения,
следующие из уравнений теории изгиба тонких пластин, учитываю-
щих деформации поперечного сдвига.

Известны многочисленные решения для тонких анизотропных пла-
стин, полученные по классической теории, основанной на гипотезах
Кирхгофа–Лява [3]. Не так многочисленны работы, в которых при-
ведены аналитические решения задач на основе теорий, учитываю-
щих деформации поперечного сдвига. Чаще всего рассматриваются
решения и соответствующие расчетные зависимости, полученные для
прямоугольной пластины с шарнирным опиранием по контуру [4, 5].

В настоящей статье предложен вариант решения задачи об изги-
бе тонкой ортотропной прямоугольной пластины, нагруженной равно-
мерным поперечным давлением. Две противоположные стороны этой
пластины шарнирно оперты, а две другие стороны заделаны. По су-
ти это типовая расчетная схема для плоских тонкостенных элементов
конструкций летательных аппаратов, изготовленных с применением
композитов [4]. При решении используются уравнения теории тон-
ких анизотропных пластин, учитывающие деформации поперечного
сдвига. Аналитическое решение записывается в одинарных тригоно-
метрических рядах. Физико-механические характеристики материа-
ла пластины соответствуют характеристикам УККМ. Предложенное
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Рис. 1. Система координат и геометрические размеры пластины

решение, несмотря на сравнительную громоздкость, в сочетании с
пакетом MathCad позволяет достаточно быстро оценить параметры
напряженно-деформированного состояния пластины, предсказать ме-
ханизм разрушения и рассчитать разрушающую нагрузку. Показано,
что решение, найденное с помощью МКЭ, хорошо согласуется с по-
лученным аналитическим решением.

Пусть прямоугольная пластина нагружена равномерным попереч-
ным давлением q. Ее геометрические размеры и выбранная система
прямоугольных декартовых координат показаны на рис. 1. Для расчета
будем использовать уравнения линейной теории изгиба ортотропной
пластины, учитывающей деформации поперечного сдвига [4], следу-
ющего вида:
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∂x∂y
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(1)

Здесь w(x, y) — перемещение точек срединной поверхности пластины
в направлении оси OZ; θx, θy — углы поворота нормали к срединной
поверхности относительно осей OY и OX соответственно; D11, D22,
D12, D33, Kx, Ky — жесткостные характеристики упругой однород-
ной ортотропной пластины постоянной толщины h, вычисляемые по
формулам

D11 =
E1h

3

12(1− ν12ν21)
; D22 =

E2h
3

12(1− ν12ν21)
; D33 =

G12h
3

12
;
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D12 =
E1ν21h

3

12(1− ν12ν21)
; Kx = G13h; Ky = G23h.

В этих соотношениях E1, E2 — модули упругости материала в на-
правлении основы и утка соответственно (см. рис. 1); G12 — модуль
сдвига в плоскости XOY ; ν12, ν21 — коэффициенты Пуассонa; G13, G23
— модули сдвига в плоскостях XOZ и Y OZ соответственно.

Погонные изгибающие моменты Mx, My, крутящий момент Mxy,
приложенные к срединной поверхности пластины, рассчитываются
следующим образом:

Mx = D11κx +D12κy;

My = D12κx +D22κy;

Mxy = D33κxy,

(2)

где

κx =
∂θx

∂x
; κy =

∂θy

∂y
; κxy =

∂θx

∂y
+
∂θy

∂x
.

Кроме этого, для погонных перерезывающих сил Qx и Qy имеем за-
висимости

Qx = D11
∂2θx

∂x2
+ (D12 +D33)

∂2θy

∂x∂y
+D33

∂2θx

∂y2
;

Qy = D22
∂2θy

∂y2
+ (D12 +D33)

∂2θx

∂x∂y
+D33

∂2θy

∂x2
.

(3)

Как видно, уравнения (1) образуют неоднородную систему трех
линейных дифференциальных уравнений в частных производных от-
носительно трех неизвестных функций w(x, y), θx(x, y), θy(x, y). Для
ее решения воспользуемся методом одинарных тригонометрических
рядов. Искомые функции представим в виде тригонометрических ря-
дов

w(x, y) =
∞∑

n=1

Wn(y) sin(λnx);

θx(x, y) =
∞∑

n=1

θxn(y) cos(λnx);

θy(x, y) =
∞∑

n=1

θyn(y) sin(λnx),

(4)

причем λn = πn/a. Тогда из формул (2) для изгибающих моментов
можно получить такие равенства:
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Mx(x, y) =
∞∑

n=1

Mxn(y) sin(λnx);

My(x, y) =
∞∑

n=1

Myn(y) sin(λnx);

Mxy(x, y) =
∞∑

n=1

Mxyn(y) cos(λnx),

(5)

где

Mxn(y) = −D11λnθxn +D12
dθyn

dy
;

Myn(y) = −D12λnθxn +D22
dθyn

dy
;

Mxyn(y) = D33

(
dθxn

dy
+ λnθyn

)

.

Перерезывающие силы в соответствии с равенствами (3) вычисля-
ются так

Qx(x, y) =
∞∑

n=1

Qxn(y) cos(λnx);

Qy(x, y) =
∞∑

n=1

Qyn(y) sin(λnx).

(6)

Здесь приняты обозначения

Qxn(y) = −D11λ2nθxn + (D12 +D33)λn
dθyn

dy
+D33

d2θxn

dy2
;

Qyn(y) = D22
d2θyn

dy2
− (D12 +D33)λn

dθxn

dy
−D33λ2nθyn.

Внешнюю нагрузку также представим в виде тригонометрического
ряда. Для случая постоянного давления будем иметь

q(x, y) =
∞∑

n=1

qn sin(λnx),

где qn = 4q/(πn), n = 1, 3, 5, . . . , 2k − 1, k = 1, 2, 3 . . ..

Далее рассмотрим пластину, которая по краям x = 0 и x = a

шарнирно оперта, а по краям y = ±b/2 заделана. Тогда можно записать
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граничные условия

x = 0, x = a : w = 0, Mx = 0, θy = 0;

y = ±
b

2
: w = 0, θx = θy = 0.

(7)

Как следует из формул (4) и (5), граничные условия при x = 0, x = a
выполняются. Подставляя зависимости (4) в уравнения (1), получаем
следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений
относительно амплитудных функций Wn(y), θxn(y), θyn(y):

D22
d3θyn

dy3
−

− (D12 + 2D33)λn

(

λn
dθyn

dy
+
d2θxn

dy2

)

+D11λ
3
nθxn + qn = 0;

−
D33

Kx

d2θxn

dy2
+

+

(

1 +
D11

Kx
λ2n

)

θxn −
D12 +D33

Kx
λn
dθyn

dy
+ λnWn = 0;

−
D33

Ky

d2θyn

dy2
+

+

(

1 +
D33

Ky
λ2n

)

θyn +
D12 +D33

Ky
λn
dθxn

dy
+
dWn

dy
= 0.

(8)

Далее предполагаем, что пластина изготовлена из УККМ с орто-
гональным 2D армированием. В качестве наполнителя используется
углеродная ткань, уложенная в несколько слоев, соединенных редкой
поперечной прошивкой. При выполнении расчетов такой материал в
первом приближении можно рассматривать как квазиизотропный. Для
характеристик упругости примем следующие упрощающие соотноше-
ния:

E1 = E2 = E; ν12 = ν21 = ν; G13 = G23 = G. (9)

Тогда можно записать D11 = D22 = D, Kx = Ky = K. С учетом
равенств (9) преобразуем систему уравнений (1).

Продифференцировав один раз второе уравнение из системы (8) и
решив его совместно с третьим уравнением этой же системы, после
преобразований получим

D4 −D
K

d2θyn

dy2
+

D33

λnK

d3θxn

dy3
+

+

(

1 +
D33

K
λ2n

)

θyn +

(
D4 −D
K

λn −
1

λn

)
dθxn

dy
= 0. (10)
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Здесь приняты следующие обозначения: D3 = D12+2D33, D4 = D12+
+D33.

Далее продифференцируем один раз первое уравнение из (1) при
условии, что qn = const. Получим

dθxn

dy
= −

1

λ3n

d4θyn

dy4
+

D3

λnD

(
d2θyn

dy2
+
1

λn

d3θxn

dy3

)

. (11)

Уравнения (10) и (11) образуют следующую систему уравнений:

D33

λnK

d3θxn

dy3
+

(
D4 −D
K

λn −
1

λn

)
dθxn

dy
=

= −
D4 −D
K

d2θyn

dy2
−

(

1 +
D33

K
λ2n

)

θyn;

D3

λ2nD

d3θxn

dy3
−
dθxn

dy
=
1

λ3n

d4θyn

dy4
−

D3

λnD

d2θyn

dy2
.

(12)

Рассматривая систему (12) как систему линейных алгебраических

уравнений относительно производных
dθxn

dy
,
d3θxn

dy3
, в итоге можно по-

лучить следующие выражения:

Δn
d3θxn

dy3
= −

1

λ3n

(
D4 −D
K

λn −
1

λn

)
d4θyn

dy4
+
D4 −D
K

d2θyn

dy2
+

+
D3

λnD

(
D4 −D
K

λn −
1

λn

)
d2θyn

dy2
+

(

1 +
D33

K
λ2n

)

θyn;

Δn
dθxn

dy
=

D33

λnK

(
1

λ3n

d4θyn

dy4
−

D3

λnD

d2θyn

dy2

)

+

+
D3

λ2nD

[
D4 −D
K

d2θyn

dy2
+

(

1 +
D33

K
λ2n

)

θyn

]

.

(13)

Здесь

Δn = −
D33

λnK
−
D4 −D
λnKD

D3 +
D3

λ3nD
.

Дифференцируя дважды второе равенство системы (13) и срав-
нивая его с первым равенством этой же системы, после преобразова-
ний получаем однородное дифференциальное уравнение относительно
угла поворота θyn

d6θyn

dy6
−

(
D0

DD33
λ2n +

K

D33

)
d4θyn

dy4
+

+ λ2n
2D3K +D0λ

2
n

DD33

d2θyn

dy2
− λ4n

(
K

D33
+ λ2n

)

θyn = 0, (14)

где D0 = D2 −D212 +D33(D − 2D12).
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Далее удобно ввести следующие величины:

m =
D0

DD33
=

E

G12
+(1−2ν), f =

D3

D
= ν+

2G12(1− ν2)
E

, κ2 = K/D33.

Отсюда следует, что

f =
(m− 1)ν + 2
m− 1 + 2ν

.

Тогда уравнение (14) можно представить как

d6θyn

dy6
−
(
κ2 +mλ2n

) d4θyn
dy4
+λ2n(2fκ

2+mλ2n)
d2θyn

dy2
−λ4n

(
κ2 + λ2n

)
θyn = 0

(15)
и при этом показать, что

Δn = −
1

λn

[
1

κ2
+
f(2−m− ν)
κ2(1 + ν)

−
f

λ2n

]

.

Отметим, что для трансверсально изотропного тела, когда G12 =
= E/[2(1 + ν)], имеют место равенства m = 3, f = 1, Δn = λ−3n .

Как обычно, решение уравнения (15) ищем в виде

θyn(y) = Ane
αny. (16)

После подстановки выражения (16) в уравнение (15) получим следу-
ющее характеристическое уравнение:

α6n −
(
κ2 +mλ2n

)
α4n + λ

2
n(2fκ

2 +mλ2n)α
2
n − λ

4
n

(
κ2 + λ2n

)
= 0. (17)

Для трансверсально изотропного тела уравнение (17) принимает
вид

(
α2n − λ

2
n

)2
(

α2n − λ
2
n −

K

D33

)

= 0.

Корни этого уравнения можно записать так:

α(1,2)n = λn, α(3,4)n = −λn, α(5)n = −α
(6)
n =

√
λ2n + κ

2.

Отметим, что в работе [6] на основании иного способа учета попереч-
ных сдвигов были получены корни, которые в принятых обозначениях
имеют вид

α(1,2)n = λn, α(3,4)n = −λn, α(5)n = −α
(6)
n =

√
λ2n + 5κ

2/6.

Решив алгебраическое уравнение (17) и получив выражение для

θyn(y), далее по второй формуле из (13) находим производную
dθxn

dy
.

Продифференцировав один раз полученное выражение, определяем

производную
d2θxn

dy2
. Затем, воспользовавшись первым равенством си-

стемы уравнений (8), получаем выражение для угла поворота θxn(y).
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Тогда из второй формулы системы (8) следует формула для прогиба
Wn(y).

Применив изложенный порядок расчета для рассматриваемой ква-
зиизотропной пластины из УККМ, после преобразований будем иметь
следующие выражения:

θxn(y) = a11n
d5θyn

dy5
+ a12n

d3θyn

dy3
+ a13n

dθyn

dy
+ a10n; (18)

Wn(y) = b11n
d5θyn

dy5
+ b12n

d3θyn

dy3
+ b13n

dθyn

dy
+ b10n; (19)

θyn(y) = A1ne
αn1y + A2ne

αn2y + A3ne
αn3y+

+ A4ne
αn4y + A5ne

αn5y + A6ne
αn6y, (20)

где
a11n =

n

λ4nδn
;

a12n =
1

λ3n

[
n2λn

δn

(
2−m− ν
1 + ν

− n

)

− 1

]

;

a13n =
n

λn

[
n(κ2 + λ2n)

λnδn
+ 1

]

;

a10n = −
qn

λ3nD
;

b11n =
1

λ3nδn

[
1

κ2
−

n

λ2n

(

1 +
m− 1 + 2ν
1− ν2

∙
λ2n
κ2

)]

;

b12n =
1

λnδn

{(
2−m− ν
1 + ν

− n

)
n

κ2
−

−
1

λ3n

[(
2−m− ν
1 + ν

− n

)

n2λn − δn

](

1 +
m− 1 + 2ν
1− ν2

∙
λ2n
κ2

)}

;

b13n =

{
n(κ2 + λ2n)

λnδnκ2
+
ν2 + (m− 1)ν + 1
(1− ν2)κ2

−

−
n

λ2n

(

1 +
m− 1 + 2ν
1− ν2

∙
λ2n
κ2

)[
n(κ2 + λ2n)

λnδn
+ 1

]}

;

b10n =

(

1 +
m− 1 + 2ν
1− ν2

∙
λ2n
κ2

)
qn

λ4nD
;

δn = κ
2λ2nΔn;
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Δn = −
3−m
λnκ2

∙
ν2 + (m− 1)ν + 1
(1 + ν)(m− 1 + 2ν)

+
f

λ3n
.

Здесь αni — корни характеристического уравнения (17). Константы
Ain определяются из граничных условий для амплитудных функций,
которые на основании равенств (4) и условий (7) принимают вид

y = ±
b

2
: Wn = 0, θxn = θyn = 0. (21)

Корни характеристического уравнения (17) можно получить с по-
мощью формул Кардано. Для этого запишем его следующим образом:

x3n − I1nx
2
n + I2nxn − I3n = 0, (22)

где xn = α2n, I1n = κ2 +mλ2n > 0, I2n = 2fκ
2 +mλ2n > 0, I3n = κ2 +

+λ2n > 0. Как обычно, при использовании подстановки zn = xn+I1n/3
из уравнения (22) следует неполное кубическое уравнение z3n+pnzn+
+ qn = 0, где в принятых обозначениях имеем

3pn = m(3−m)λ
4
n + 2κ

2(3f −m)λ2n − κ
4;

27qn = (−2m
3 + 9m2 − 27)λ6n+

+ κ2(18fm+ 9m− 6m2 − 27)λ4n + 6κ
4(3f −m)λ2n − 2κ

6.

В зависимости от значения дискриминанта Qn = p3n/27+p
2
n/4 получим

либо три действительных корня, либо один действительный и два
комплексно сопряженных корня.

Численный анализ показывает, что для широкого класса квазиизо-
тропных пластин, изготовленных из УККМ с ортогональным 2D ар-
мированием, в интервале 1 < n < n∗, где n∗ ≈ 50, имеем Qn > 0.
Следовательно, в этом случае для неполного кубического уравнения
будем иметь один действительный и два комплексно сопряженных
корня. При этом корни уравнения (17) запишем так:

α1n = ωn; α2n = −ωn; α3n = ρn + iηn;

α4n = ρn − iηn; α5n = −ρn − iηn; α6n = −ρn + iηn.

В этом случае общее решение (20) для однородного уравнения (15)
можно представить следующим образом:

θyn(y) = A1nsh(ωny) + A2n ch(ωny) + A3nΦ1n(y)+

+ A4nΦ2n(y) + A5nΦ3n(y) + A6nΦ4n(y). (23)

Здесь приняты обозначения

Φ1n(y) = sh(ρny) sin(ηny); Φ2n(y) = sh(ρny) cos(ηny);

Φ3n(y) = ch(ρny) cos(ηny); Φ4n(y) = ch(ρny) sin(ηny).
(24)
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Используя равенства (18)–(20), (23), (24), для искомых величин
можно получить зависимости

θxn(y) = Cn[A1n ch(ωny)+A2n sh(ωny)] + A3n[snΦ4n(y) + tnΦ2n(y)]+

+ A4n[snΦ3n(y)− tnΦ1n(y)] + A5n[snΦ2n(y)− tnΦ4n(y)]+

+ A6n[snΦ1n(y) + tnΦ3n(y)] + a10n; (25)

Wn(y) = Dn[A1n ch(ωny)+A2n sh(ωny)]+A3n[pnΦ4n(y) + rnΦ2n(y)]+

+ A4n[pnΦ3n(y)− rnΦ1n(y)] + A5n[pnΦ2n(y)− rnΦ4n(y)]+

+ A6n[pnΦ1n(y) + rnΦ3n(y)] + b10n, (26)

где

sn = ρn[a11n(ρ
4
n − 10ρ

2
nη
2
n + 5η

4
n) + a12n(ρ

2
n − 3η

2
n) + a13n];

tn = ηn[a11n(η
4
n − 10ρ

2
nη
2
n + 5ρ

4
n)− a12n(η

2
n − 3ρ

2
n) + a13n];

Cn = (a11nω
4
n + a12nω

2
n + a13n)ωn,

pn = ρn[b11n(ρ
4
n − 10ρ

2
nη
2
n + 5η

4
n) + b12n(ρ

2
n − 3η

2
n) + b13n];

rn = ηn[b11n(η
4
n − 10ρ

2
nη
2
n + 5ρ

4
n)− b12n(η

2
n − 3ρ

2
n) + b13n];

Dn = (b11nω
4
n + b12nω

2
n + b13n)ωn.

Константы интегрирования определим из условия симметрии зада-
чи и граничных условий. В системе координат, показанной на рис. 1,
функция θyn(y) должна быть нечетной, а функции амплитудных пере-
мещений Wn(y) и углов поворота нормали θxn(y) – четными. Тогда из
формул (23) и (24) следует, что A2n = A3n = A5n = 0. В итоге имеем

θyn(y) = A1n sh(ωny) + A4nΦ2n(y) + A6nΦ4n(y). (27)

Зависимости (25) и (26) упростятся и примут следующий вид:

θxn(y) = CnA1n ch(ωny) + A4n[snΦ3n(y)− tnΦ1n(y)]+

+ A6n[snΦ1n(y) + tnΦ3n(y)] + a10n; (28)

Wn(y) = DnA1n ch(ωny) + A4n[pnΦ3n(y)− rnΦ1n(y)]+

+ A6n[pnΦ1n(y) + rnΦ3n(y)] + b10n. (29)

Оставшиеся три константы находим из граничных условий (21) при
y = b/2. Таким образом, получим систему линейных алгебраических
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уравнений относительно констант A1n, A4n, A6n:

sh gnA1n + Φ2n(b̄)A4n + Φ4n(b̄)A6n = 0;

Cn ch gnA1n + λ12nA4n + λ14nA6n = −a10n;

Dn ch gnA1n + β12nA4n + β14nA6n = −b10n,

(30)

где

λ12n = snΦ3n(b̄)− tnΦ1n(b̄); λ14n = snΦ1n(b̄) + tnΦ3n(b̄);

β12n = pnΦ3n(b̄)− rnΦ1n(b̄); β14n = pnΦ1n(b̄) + rnΦ3n(b̄);

b̄ = b/2; gn = b̄ωn.

Вычисления по формулам (27)–(29), а также решение характери-
стического уравнения (17) и системы уравнений (30) удобно выпол-
нять с помощью пакета MathCad. При этом следует учитывать, что
ряды (4)–(6) достаточно быстро сходятся [4]. В практических расче-
тах можно использовать только первую гармонику.

Рассмотрим пример. Пусть характеристики УККМ таковы, что вы-
полняются соотношения E/G12 = 11,931; G/G12 = 0,057; ν = 0,1.
Для внешней нагрузки зададим q/G12 = 0,00517∙10−3. Для геометриче-
ских параметров примем b̄ = b/a = 1,591; h̄ = h/a = 0,014. Далее ис-
пользованы следующие обозначения: w̄ = w/a; x̄ = x/a; ȳ = y/a;
σ̄i = σi/G12 (i→ x, y, xz, yz). При анализе учитывался только первый
член тригонометрического ряда. На рис. 2 изображены эпюры проги-
бов пластины w̄(x̄, ȳ), а на рис. 3 — эпюры нормальных напряжений,
действующих вдоль осей симметрии пластины. Эпюры поперечных
касательных напряжений на краях пластины показаны на рис. 4. Ис-
пользуя полученные результаты, можно определить координаты точек
пластины, в которых напряжения принимают экстремальные значения.

Рис. 2. Эпюра прогибов пластины
w(x, 0)w(x, 0)w(x, 0) и w(a/2, y)w(a/2, y)w(a/2, y)

Рис. 3. Эпюры нормальных напряже-
ний σy(a/2, y)σy(a/2, y)σy(a/2, y) и σx(x, 0)σx(x, 0)σx(x, 0)
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Рис. 4. Эпюры поперечных каса-
тельных напряжений σxz(0, y)σxz(0, y)σxz(0, y) и
|σyz(x, b/2)||σyz(x, b/2)||σyz(x, b/2)|

В табл. 1 указаны координаты та-
ких точек. Через yэ обозначен ко-

рень уравнения
dMxyn(y)

dy
= 0.

Представленное решение для
квазиизотропной пластины полез-
но сопоставить с решением по
МКЭ. Для этой цели был исполь-
зован плоский треугольный ше-
стиузловой конечный элемент [5].
В этом элементе, основные соот-
ношения которого построены на
основе смешанного вариационного
принципа, учитываются деформа-
ции поперечного сдвига. В табл. 2
сравниваются результаты расчета, полученные изложенным аналити-
ческим способом и с помощью МКЭ. Как следует из этой таблицы,
совпадение результатов удовлетворительное.

Таблица 1
Координаты точек пластины, в которых напряжения максимальны

Координата
Напряжение

σx σy σxy σxz σyz

x a/2 a/2 a/2 0 a/2

y 0 b/2 yэ 0 b/2

Таблица 2
Сравнение результатов аналитических и численных расчетов

Решения
Параметры

w̄(0,5; 0) θx(0,982; 0) θy(0,5; 0,502) σ̄y(0,5; 0)

Аналитическое 0,0174 0,0525 0,0314 8,685∙10−3

МКЭ 0,0172 0,0539 0,0313 8,823∙10−3

Решения
Параметры

σ̄x(0,5; 0) σ̄xz(0,982; 0) σ̄yz(0,5; 0,779)

Аналитическое 0,0143 −1,657∙10−4 −3,551∙10−4

МКЭ 0,0139 −1,439∙10−4 −3,359∙10−4

Достоинством предложенного решения является то, что с его помо-
щью можно сравнительно просто оценить разрушающую нагрузку q∗.
Пусть рассматриваемый УККМ подчиняется критерию максимальных
напряжений. При этом заданы пределы прочности при растяжении и
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сжатии вдоль основы F+1 и F−1, прочности при растяжении и сжатии
вдоль утка F+2 и F−2, предел прочности при сдвиге в плоскости ар-
мирования F12, пределы прочности при межслойном сдвиге F13 и F23.
Для определенности примем следующие соотношения между харак-
теристиками материала:

F+1

F12
= 6,07;

F−1

F12
= 4,29;

F+2

F12
= 5,0;

F−2

F12
= 4,29;

F13

F12
=
F23

F12
= 0,14;

F12

G12
= 4,83 ∙ 10−3.

На основании данных табл. 1 можно сделать вывод о том, что
при F−1 < F+1 и F−2 < F+2 возможны пять механизмов разру-
шения пластины: 1) разрушение от сжатия вдоль основы в точке
x = a/2, y = 0; 2) разрушение от сжатия вдоль утка в точке x = a/2,
y = b/2; 3) разрушение от сдвига в плоскости пластины в точке
x = a/2, y = yэ; 4) разрушение от межслойного сдвига в плоскости
XOZ в точке x = 0, y = 0; 5) разрушение от межслойного сдвига в
плоскости Y OZ в точке x = a/2, y = b/2. Обозначим через q̄∗i = q∗i /q
(i → x, y, xy, xz, yz) разрушающую нагрузку, соответствующую ука-
занным механизмам разрушения. В табл. 3 для разных толщин приве-
дены рассчитанные значения этой величины.

Таблица 3
Значения разрушающей нагрузки

h/a q̄∗x q̄∗y q̄∗xy q̄∗xz q̄∗yz

0,0136 1,447 1,001 3,667 4,0 1,877

0,0272 5,667 4,333 15,0 8,0 4,0

Как следует из табл. 3, при h/a = 0,0136 разрушение пластины про-
изойдет от сжатия вдоль утка в точке x = a/2, y = b/2 при q̄∗y ≈ 1,001q.
При h/a = 0,0272 разрушение обусловлено межслойным сдвигом в
плоскости Y OZ в этой же точке при нагрузке q̄∗yz ≈ 4q.

Рассмотренный численный пример свидетельствует об актуально-
сти адекватного расчета на прочность тонкостенных элементов кон-
струкций из УККМ. При этом надо учитывать, что в зоне приложения
сосредоточенной нагрузки, в точках закрепления, на краях изделия
межслойные напряжения могут изменяться по толщине по сложному
закону, отличного от параболического, с выраженной концентрацией
напряжений [2, 7]. Окончательное заключение о прочности тонкостен-
ного конструктивного элемента из УККМ можно получить после про-
ведения поверочного расчета с применением экспериментально обо-
снованного критерия прочности и корректно измеренных прочност-
ных характеристик композита.
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