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В ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
Определена оптимальная с позиции расхода энергии траектория 
управляемого движения электрически заряженных масс в элек-
тромагнитном пространстве, что позволяет расширить имею-
щиеся представления о возможных оптимальных перемещениях в 
гравитационных и электромагнитных полях и закладывает мате-
матические основы для реализации в будущем сверхдальних и 
сверхбыстрых полетов в космосе.  
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В работе [1] строго математически доказано, что для простран-
ства, двойственного к пространству Минковского 1 2 3( , , , ),X it x x x=  
где i  — мнимая единица, оптимальные траектории движения элек-
трически заряженных масс представляют собой ломаные линии из 
ортогональных отрезков прямых. С позиций возможности реализа-
ции сверхдальних полетов этот вопрос оказывается интересным и в 
отношении четырехмерного пространства 1 2 3( , , , ).t x x x  

Постановка задачи и основные результаты. Попытаемся в до-
статочно общей постановке математически оценить высказанную 
А.И. Вейником в 1976 г. возможность существования оптимальных 
траекторий [2]. Для этого решим в общем виде задачу оптимизации в 
электромагнитной среде с распределенными массами и электриче-
скими зарядами в условиях допущения скоростей ( ),v t  не превыша-
ющих скорости света в вакууме, следующего функционала («инте-
грала действия»): 
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где 0t , 1t  — моменты начала и окончания движения электрически за-
ряженной массы соответственно; V  — объем в координатном про-
странстве 1 2 3( , , )x x x ; mρ , ρ  — распределенные масса и электриче-
ский заряд в объеме V  соответственно; c  — скорость света в вакуу-
ме; v  — модуль вектора скорости в координатном пространстве 

1 2 3( , , )x x x ; ϕ  — скалярный потенциал как функция фазовых коорди-
нат 1 2 3( , , )x x x  и времени t ; 1 2 3( , , )A A A=A  — векторный потенциал 
электромагнитного поля (того же класса, что и скалярный), создавае-
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мый в любой точке 1 2 3( , , )x x x  распределенными в объеме V  заряда-
ми и электромагнитным полем, порождаемым не обязательно этими 
зарядами. Постоянные коэффициенты здесь являются следствием 
выбора гауссовой системы единиц [3]. 

Напряженность электрического и магнитного полей запишем со-
ответственно в виде [4] 

 1 ;    = rot .
c t

ϕ∂= − − ∇
∂
AE H A   

Сформулируем вариационную задачу в пространстве X  как за-
дачу оптимального управления, в которой управляющими перемен-
ными являются вектор скорости v  и частные производные от ска-
лярного и векторного потенциалов электромагнитного поля, исполь-
зуя для этого связи, ни в какой мере не ограничивающие 
вариационную задачу с оптимизируемым функционалом (1):  
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Здесь переменные  
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являются управляющими, однозначно определяющими скалярный и 
векторный потенциалы, а компоненты четырехмерного потенциала 
( , ),ϕ rA  как и компоненты вектора состояния ,r  — фазовыми пере-
менными.  

На частные производные от электромагнитного потенциала 
наложим следующие ограничения, естественные для случая, когда 
электрическими и магнитными полями можно управлять посред-
ством изменения частных производных от них:  
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Найдем решение вариационной задачи (1)—(5), определяющей 
управляемое движение электрически заряженных масс в электромаг-
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нитных полях, и покажем, что это решение указывает на существова-
ние интегралов движения, имеющих место, когда некоторые из огра-
ничений (5) строго выполняются (т. е. когда технические возможно-
сти достаточно велики и позволяют применять такие управляющие 
воздействия, которые необходимы для реализации найденных инте-
гралов) и определяют совершенно непривычные траектории движе-
ния, энергетически наиболее выгодные в пространстве 1 2 3( , , , )t x x x . 
Решение получим, воспользовавшись теоремой, выражающей наибо-
лее общие из известных на сегодня необходимые условия оптималь-
ности [5, с. 232—233].  

Примем следующие допущения. Пусть ( )tr  — абсолютно не-
прерывная трехмерная вектор-функция фазовых координат 

1 2 3( , , )x x x , удовлетворяющая уравнению (2); ( , ) ϕ rA  — четырех-
мерная абсолютно непрерывная вектор-функция фазовых координат 

1 2 3( , , , )A A Aϕ , удовлетворяющая уравнениям (3); ( )tv  — почти всюду 
на 0 1( , )t t  измеримая по Лебегу трехмерная вектор-функция управле-
ния; 0 1 2 3 ( , , , ),i i i i iu u u u=u  0 1 2 3( , , , ) w w w w=w  — измеримые по Лебегу 
управляющие четырехмерные вектор-функции управления, а подын-
тегральная функция 0 ( , , , , , , , , )f tϕ r 1 2 3r A v u u u w  функционала (1) не-
прерывна, непрерывно дифференцируема и ее модуль мажорируется 
на 0 1( , )t t  функцией ( )(| | + 1)s t y , где ( )s t  — некоторая неотрицатель-
ная интегрируемая функция: = ( , , ).ϕ ry r A   

Теорема. При удовлетворении принятых допущений оптималь-
ное управляемое движение распределенных заряженных масс подчи-
няется дифференциальному уравнению  
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причем в случае недостижения ограничений (5) в отношении управ-
ляющих переменных 0 , , = 1, 2, 3,i iu w i  задача (1)—(5) допускает сле-
дующие интегралы движения:  
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Их совместное решение приводит к интегралам  
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из которых следует, что в каждый момент t  только одна из компо-
нент iv  может не равняться нулю, а следовательно, любая экстре-
мальная траектория представляет собой ломаную линию из ортого-
нальных отрезков прямых, параллельных выбранной системе коор-
динат.  

Доказательство. Гамильтониан JH  в задаче (1)—(5), в которой 
поля E  и H  выражаются через управляющие переменные (4), имеет 
вид  
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Из необходимых условий оптимальности [5] получаем следую-
щие уравнения:  
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Интегрируя уравнения (14) и (15), находим  
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Дифференцируя уравнение (13) по времени с учетом (14) и (16) и 
исключая из него с помощью первого уравнения вектор λ� , приходим 
к интегродифференциальному уравнению движения в случае управ-
ляемых электромагнитных полей:  
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из которого следует дифференциальное уравнение (6) почти всюду в 
объеме V.  

Если ограничения (5) на управляющие переменные 0 ,ku  ,kw  
1, 2, 3,k =  не достигаются, необходимые условия экстремума гамиль-

тониана jH  (реализующиеся в его седловой точке) сводятся к урав-
нениям  
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которые в векторной форме имеют вид 
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Отсюда получаем интеграл движения 0= ,c μμ v  который с уче-
том уравнений (16) можно записать так:  
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t t

t V t V

d dx d dxτ ρ τ ρ−∫ ∫ ∫ ∫v v  

или (почти всюду в объеме V ) в виде (7).  
Другой векторный интеграл можно получить, если при оптими-

зации гамильтониана JH  не достигаются ограничения (5) на управ-
ляющие переменные iku , ,i k  = 1,2,3. Для этого случая необходимые 

условия оптимальности (реализующиеся в седловой точке  = 0)J

ik

H
u

∂
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принимают следующий вид:  
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Отсюда, согласно (16), следует выполнение равенств (9) и (10) 
почти всюду в объеме .V  Выражения (11) получаются из (9) и (10) в 
результате использования соотношений (7) и (8).  

Таким образом, при оптимальном управлении движением элек-
трически заряженных масс, если допустимы достаточно большие 
значения частных производных от ϕ  и rA , интегралы вида (7)—(10) 
реализуются в пространстве 1 2 3( , , )x x x , а уравнения (2)—(4), (6)—
(11), (16) описывают, вероятно, некоторую «электромагнитную тру-
бу», ось которой, согласно уравнениям (11), формируется из отрезков 
прямых, расположенных под углом 90° друг к другу. Этот результат 
является математическим доказательством гипотезы А.И. Вейника.  

Отметим, что в работе [6] для упрощенного случая неуправляе-
мого движения был получен аналог уравнения (6) методом, сходным 
с рассмотренным, и c помощью разработанной автором экстремаль-
ной теории размерностей [6—11].  

Работа выполнена при поддержке Программы фундаменталь-
ных исследований ОНИТС РАН «Интеллектуальные информацион-
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ные технологии, системный анализ и автоматизация», проект «Тео-
рия конфликтных равновесий и экстремальная теория размерно-
стей».  
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