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При описании и проектировании технических систем важно 
знать, как поведет себя математическая модель рассматриваемой си-
стемы при небольших изменениях параметров модели, и тем самым 
предсказать поведение реальной системы при небольших изменениях 
конструктивных параметров, вызванных случайными помехами и 
ошибками измерений. 

Пусть некоторый реальный процесс ( )ix t  или реальная система 
( )ix t  описывается системой дифференциальных уравнений 

 1( , , ,..., ), ,i
i i n i

dxx f t x x x
dt

θ= ≡� �   (1) 

c начальными условиями 
 0 0( ) ,i ix t x=    i = 1, 2, …, n,  (2) 

где ( ),ix t  i = 1, …, n, — система искомых функций, описывающая 
реальный процесс; t — независимая переменная; θ  — вектор 
параметров функций, входящих в правую часть дифференциальных 
уравнений (1). 

В теории дифференциальных уравнений достаточно хорошо ис-
следовано влияние начальных условий (2) на решение задачи Коши 
(1). Так, в теории устойчивости по Ляпунову [1‒3] исследуются 
условия, при которых решение задачи Коши не выйдет из некоторой 
ξ -окрестности точного решения, если начальные условия не выйдут 
из δ-окрестности. 

Влияние вектора θ  параметров функций на решение задачи 
Коши 
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 0 10 0( , , ,..., , ),i i nx t t x xϕ θ=    i = 1, 2, …, n,  (3) 

при этом не рассматривается, что нельзя назвать строгим подходом. 
В процессе исследования поведения системы и составления мате-
матической модели изменяются не только начальные условия 0( )ix t , 
но и вектор .θ  Таким образом, в задаче Коши наряду с изменением 
начальных условий 0( )ix t  случайными величинами будут также 
координаты вектора θ  параметров. Небольшие изменения координат 
вектора θ  могут привести к заметным изменениям в решении ( )ix t .  

Рассмотрим классический пример. Пусть поведение системы 
описывается дифференциальным уравнением ,x xθ= −�  удовлетворя-
ющим начальному условию 0(0)x x= . Для данного случая решение 
задачи Коши 0( ) .tx t x e θ−=  Если начальное значение 0x получило при-
ращение Δ 0x , то приращение решения будет  

 0Δ ( ) Δ .tx t x e θ−=   
Это решение устойчиво по Ляпунову [ ]1 , так как при 0Δx δ<   

 0Δ ( ) Δ .tx t x e θ ξ δ−= < =
  

Решение является и асимптотически устойчивым, поскольку 

 0Δ 0.lim t

t
x e θ−

→∞
=   

При изменении θ  решение  

  0
( ) Δ .tdx t tx e

d
θθ θ

θ
−≅ −   (4) 

Как следует из формулы (4), поведение системы становится более 
сложным: при некотором 0ξ >  и Δθ δ<  неравенство Δ ( )x tθ ξ<  
будет выполняться при 1 2 3( 0, ) ( , )t t t t= ∪ , где 0 1 2 3t t t t< < < ; на ин-
тервале 1 2( , )t t  это неравенство не выполняется.  

Для исследования поведения решения задачи Коши требуется 
вычисление производных от решений системы дифференциальных 
уравнений по начальным значениям и по параметрам, содержащимся 
в правых частях системы дифференциальных уравнений. Приведем 
известные теоремы, определяющие существование производных от 
этих решений [1]. 

Лемма. Если правые части системы дифференциальных 
уравнений (1) 

 1( , , , , ), 1, 2, , ,i
i n

dx f t x x i n
dt

θ= =… …   (5) 
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являются непрерывными функциями переменных 1, ,..., nt x x  и вектора 
θ  в области  

 0 ;t t a− ≤  
0i ix x b− ≤ , i = 1, 2, …, n,    1 2 ,θ θ θ≤ ≤   

и в этой же области непрерывны частные производные 

 ,i

k

f
x

∂
∂

  i, k = 1, 2, …, n,  

то решение 0 10 20 0( ) ( , , , ,..., , ),i i nx t t t x x xϕ θ=  определенное начальными 
значениями 0 10 20 0( , , ,..., )nt x x x , является непрерывной функцией век-
тора θ  параметров при 1 2.θ θ θ≤ ≤  

Теорема 1. Если правые части системы дифференциальных урав-
нений 

 idx
dt

= 1( , , , ),i nf t x x…  i = 1, 2, …, n,  (6) 

допускают в области D 0 ;t t a− ≤  0i ix x b− ≤ , i = 1, 2, …, n, непре-
рывные частные производные 

 ,i

k

f
x

∂
∂

  i, k = 1, 2, …, n,  

то решение, определенное принадлежащими области D  начальными 
данными 0 10 0, ,..., ,nt x x  

 0 10 0( ) ( , , ,..., )i i nx t t t x xϕ=   
допускает непрерывные производные по начальным условиям:  

 
0 0

, ,i i

k

x x
t x

∂ ∂
∂ ∂

  i, k = 1, 2, …, n.  

Замечание. Если правые части уравнений (6) кроме переменных 
ix  зависят еще от вектора θ , т. е. имеют вид (5), причем допускают 

непрерывные частные производные не только по 1,..., nx x , но также 
по θ  для 1 2 ,θ θ θ≤ ≤  то решение задачи Коши допускает также част-
ные производные по θ , поскольку является непрерывной функцией 
вектора θ . 

Таким образом, согласно лемме, теореме 1 и замечанию, в 
рассматриваемом случае решение задачи Коши есть функция 
(функции) случайных аргументов 10 20 0, ,..., , ,nx x x θ  получающихся в 

практических приложениях в процессе наблюдений и измерений 
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(строго говоря, в случайные аргументы следует включить и 0t ), над 
которой можно проводить операции интегрирования и дифференци-
рования по параметрам 10 20 0, ,..., , .nx x x θ   

Теория вероятностей и математическая статистика предостав-
ляют нам две возможности для исследования поведения задачи Коши 
как функции случайных аргументов: вычисление функции распреде-
ления как функции многих переменных и рассмотрение всех необхо-
димых для конкретного решения моментов и вычисление только ее 
дисперсии [4, 5]. 

Часто процедура вычисления функции распределения функции 
многих переменных и всех небходимых моментов достаточно гро-
моздка, и в практических приложениях ограничиваются вычислением 
только дисперсии функции многих случайных переменных (метод 
статистической линеаризации). Дисперсия функции ix   

( ) ( ) ( )
2 1

0 0 0
0 2 10 0 0

2 cov ,
n m n m i

i i i j
i i ji i j

fD x D x x x
x x x
ϕ ϕ+ + −

= = =

⎛ ⎞∂ ∂ ∂≅ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ,        (7) 

где 0 0, ...,i jx x  — координаты вектора θ параметров; 0 0cov( , )i jx x  — 
корреляционный момент случайных величин 0ix  и 0jx  [6]. 

При известном математическом ожидании ix  и дисперсии ( )iD x  
определяют соответствующую заданной доверительной вероятности 
β интервальную оценку Δ ix  [5] , по которой судят о поведении полу-
ченного решения. 

Для практики наибольший интерес представляют случаи, когда 
суждение о поведении решения системы дифференциальных урав-
нений (или дифференциального уравнения n-го порядка) может 
быть вынесено без нахождения решения в явном виде. В случае ис-
следования устойчивости решения по Ляпунову для этого сформу-
лирован ряд условий и критериев [1—3]. Рассмотрим некоторые из 
этих критериев и исследуем влияние на них погрешностей (неопре-
деленностей) в значениях параметров системы — прежде всего 
устойчивость линейных однородных систем с постоянными коэф-
фициентами: 

 ,dx Ax
dt

=   

где А — квадратная матрица, элементами которой являются постоян-
ные коэффициенты; 1( ,..., )nx x x=  — вектор-столбец неизвестных 
функций. 
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Теорема 2. Для устойчивости линейной однородной системы 
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами 
необходимо и достаточно, чтобы все корни характеристического 
уравнения системы имели неположительные вещественные части, 
причем элементарные делители, соответствующие корням характери-
стического уравнения с нулевой вещественной частью, были бы по-
стоянными. 

Рассмотрим характеристический многочлен (полином) данной 
системы дифференциальных уравнений  

 0 1( ) nP a aλ λ= + 1 ...n naλ − + +  , 1n ≥ ,  

и определим его корни kλ  при случайных значениях коэффициентов 
,ka  k = 0, 1, …, n, или интервальные оценки корней kλ . Неопре-

деленность значений λ  вследствие неопределенности коэффи-
циентов ,ka  k = 0, 1, …, n, может быть значительна. В простейшем 
случае, когда характеристический многочлен P( λ ) представляет 
собой произведение элементарных сомножителей, неопределенность 
∆ kλ  значений kλ  равна неопределенности ∆ ka  соответствующего 
значения ka . Во всех остальных случаях она будет больше. 

Для каждого конкретного многочлена применим свой метод 
нахождения корней. В простейшем случае при n = 2 имеем  

 2
0 1 2 0,a a aλ λ+ + =  0a > 0.  

По теореме Виета [7] получаем 

 1 2 1 0

1 2 2 0

/ ;
/ .

a a
a a

λ λ
λ λ

+ = −
=

  

Если 
 [ ]T

1 2( ) ( ), ( ) ;λ ω λ ω λ ω=   

 [ ]1 2( ( )) ( ) ( ) ;ϕ λ ω λ ω λ ω= ×   

 [ ]1 2cov ( ), ( ) 0,λ ω λ ω =   

то, согласно методу статистической линеаризации, 

 
[ ] [ ]{ } [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

T
( )

2 2
2 1 1 2

( ( )) ( ) cov ( ) ( ) |

( ) ( ) ( ) ( ) .

X MD X X

M D M D

λ ωϕ λ ω ϕ λ ω ϕ

λ ω λ ω λ ω λ ω
=′ ′≈ =

= +
  

Отсюда, согласно формуле (7), находим 
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( ) ( )

2
1

1 2 1 02 4
0 0

2
2 2 2

1 2 2 1 2 02 4
0 0

1 ( ) ( );

1( ) ( ) ( ) ( ),

aD D D a D a
a a

aD D D a D a
a a

λ λ

λ λ λ λ

+ = +

+ = +
 (8) 

или 

 

2 2 2 2
2 2 1 2 1 1

1 2 1 2 1 02 2 4
0 0 0

2 2 2 2
2 2 2 2 2 1

2 1 2 2 1 02 2 4
0 0 0

1( )( ) ( ) ( ) ( );

1( )( ) ( ) ( ) ( ).

a aD D a D a D a
a a a

a aD D a D a D a
a a a

λ λλ λ λ

λ λλ λ λ

−− = − +

−− = − +
 (9) 

Поскольку формула (7) для вычисления дисперсии нелинейных 
функций приближенная, во вторых уравнениях систем (8) и (9) могут 
быть неравенства. Следовательно, для устойчивости рассматривае-
мой системы корни характеристического уравнения должны иметь 
неположительные вещественные части, т. е. если 1λ  и 2λ  — действи-
тельные числа, то  

 1 1

2 2

( ) 0;

( ) 0,

t

t
β

β

λ σ λ
λ σ λ

+ ≤

+ ≤
  

где σ( 1,2λ ) = ( )1,2D λ  — среднее квадратическое отклонение значе-
ния i-го корня; tβ  — квантиль, обеспечивающий заданную довери-
тельную вероятность β. 

При этом для обеспечения надлежащего уровня значимости α 
(доверительной вероятности β) значение tβ  нужно выбирать с уче-
том закона распределения значений iλ . В особых случаях можно 
применять закон распределения Стьюдента [4]. В рассматриваемом 
случае с вероятностью β система будет устойчивой, а с вероятностью 
(1 – β ) — неустойчивой. 

Возникает также проблема с корнями, имеющими нулевую веще-
ственную часть. Для непрерывных случайных величин вероятность 
получить нулевое (конкретное) значение равна нулю. Учитывая дис-
персию этого значения при заданной доверительной вероятности β, 
найдем интервальную оценку, в которую входят и отрицательные, и 
положительные значения в окрестности нуля, но при положительных 
значениях система неустойчива, а при отрицательных — устойчива. 
Иногда систему считают неустойчивой, если значения корней харак-
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теристического уравнения близки к нулю. Предлагаемый ниже под-
ход позволяет решить эту проблему. 

Условие устойчивости системы со случайными значениями па-
раметров в правой части уравнения следует формулировать так. 

Утверждение 1. Для устойчивости дифференциального уравне-
ния n-го порядка с постоянными случайными коэффициентами при 
заданной доверительной вероятности β необходимо и достаточно, 
чтобы интервальные оценки вещественных частей корней характери-
стического уравнения были не положительны. 

Корни характеристического уравнения (точнее, их отношение) 
позволяют судить о возможных отклонениях в решении [8]. Квад-
ратный корень отношения наибольшего собственного значения 
симметричной матрицы TA A  к наименьшему показывает увеличе-
ние помех в направлении, соответствующем наименьшему соб-
ственному значению. 

Для исследования устойчивости систем можно также пользовать-
ся полиномом Гурвица. 

Характеристический полином  

 1
0 1( ) ...n n

nP a a aλ λ λ −= + + +  ( 1n ≥ ),  0a  > 0,  

называется полиномом Гурвица, если действительные части всех его 
корней отрицательны. 

Теорема 3. Необходимым (но не достаточным) условием того, 
что стандартный полином есть полином Гурвица, является положи-
тельность всех его коэффициентов. 

С учетом того, что коэффициенты полинома есть случайные ве-
личины, теорему следует переформулировать. 

Теорема 4. Необходимым условием с доверительной вероятно-
стью β того, что стандартный полином есть полином Гурвица, явля-
ется положительность интервальных оценок всех его коэффициентов. 

Рассмотрим матрицу Гурвица 

 

1 0

3 2 1

0... 0
... 0

.... .... .... ....
0 0 0... n

a a
a a a

M

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

размером n×n, где на главной диагонали находятся коэффициенты 
1 2, ,..., na a a , справа от них по строкам — коэффициенты с убываю-

щими номерами, а слева — с возрастающими. При этом полагается 
0ia = , если 0i <  или i n> . 
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Теорема 5. Для того чтобы система была устойчива (или полином 
( )P λ  был полиномом Гурвица), необходимо и достаточно, чтобы все 

главные диагональные миноры матрицы Гурвица: 

 1 1Δ ;a=    1 0
2

3 2
Δ ;

a a
a a

=    
1 0

3 3 2 4

5 4 3

0
Δ ;

a a
a a a
a a a

=   … ,  

были положительными (условия Гурвица). 
Рассмотрим для примера полином третьей степени со случайны-

ми параметрами ia , i = 0, 1, 2, 3: 

 3 2
3 0 1 2 3( ) ,P a a a aλ λ λ λ= + + +  0a > 0.  

Тогда матрица Гурвица имеет вид 

 
1 0

3 2 1

3

0

0 0

a a
M a a a

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.  

Условия Гурвица для данного случая 

 1 1Δ a=  > 0;    2 1 2 0 3Δ a a a a= −  > 0;    3 3 2Δ Δa=  > 0.  

Чтобы они выполнялись, должно быть ia > 0, i = 0, 1, 2, 3, и 

2a > 0 3 1 .a a a  С учетом случайных значений коэффициентов полино-
ма ia  условия Гурвица примут следующий вид: 

 ia – tβ σ( ia ) > 0,   i = 0, 1, 2, 3;  

 2a – tβ σ( 2a ) > 0 3 0 3

1 1

a a a am
a a

σ ⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  

где ( )iaσ  — среднее квадратическое отклонение коэффициента ia , 
i = 0, 1, 2, 3. 

Согласно формуле (7), 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 20 3 3 0 0 3
0 3 14

1 1 1 1

a a a a a aa a a
a a a a

σ σ σ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  

Утверждение 2. Для того чтобы система линейных однородных 
дифференциальных уравнений со случайными параметрами в правой 
части была устойчива с заданной доверительной вероятностью β  
(полином ( )P λ  со случайными коэффициентами был полиномом 
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Гурвица), необходимо и достаточно, чтобы интервальные оценки 
всех главных диагональных миноров матрицы Гурвица содержали бы 
только положительные значения. 

Рассмотренные выше способы учета погрешностей параметров 
дифференциальных уравнений и формулировка критериев устойчи-
вости систем дифференциальных уравнений распространяются и на 
другие методы исследования устойчивости систем: по уравнениям 
первого приближения, с помощью второго метода Ляпунова и т. д.  
[2, 3]. 

К задаче исследования устойчивости систем непосредственно 
примыкает задача построения фазовых траекторий в окрестности 
точки покоя. Пусть на фазовой плоскости 1 2Ox x  расположение и вид 
фазовых траекторий в окрестности точки покоя системы из двух ли-
нейных однородных уравнений с постоянными случайными коэффи-
циентами ija , i, j = 1, 2, 

 1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

;x a x a x
x a x a x

= +
= +

�
�   

определяются корнями 1λ  и 2λ  характеристического уравнения 

 ( )( )11 22 21 12 0,a a a aλ λ− − − =   

или 

 ( )2
11 22 11 22 12 21 0a a a a a aλ λ− + + − = .  

Обозначим 11 22a a b+ ≡ , 11 22 12 21a a a a c− ≡ . Пусть также заданы 

дисперсии ( )ijD a  коэффициентов .ija  В случае некоррелированных 

коэффициентов ,ija  согласно формуле (7), 

 ( ) 11 22( ) ( );D b D a D a= +   

 2 2 2 2
11 22 2 11 12 21 21 12( ) ( ) ( ) ( ) ( ).D c a D a a D a a D a a D a= + + +   

Найдем дисперсии ( )iD λ  корней уравнения 

 2 0b cλ λ− + = .  

Согласно теореме Виета [7], 

 1 2

1 2

;
,
b

c
λ λ
λ λ

+ =
=

  

откуда [4, 6]  
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 1 2
2 2

1 2 2 1

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ),

D D D b

D D D c

λ λ

λ λ λ λ

+ =

+ =
  

или 

 ( ) ( ) 2
1

1 2 2
2 1

( )D c D b
D

λλ
λ λ

−
=

−
;    ( ) ( ) 2

2
2 2 2

1 2

( )D c D b
D

λλ
λ λ

−
=

−
.  

При заданной доверительной вероятности β можно указать ин-
тервальную оценку значений этих корней: 

 ( ) ,i it Dβλ λ±  i = 1, 2.   

Вид фазовых траекторий определяется знаком корней, нулевым 
значением корня и вещественной частью комплексного корня. 

Утверждение 3. При анализе фазовой траектории в окрестности 
точки покоя при заданной доверительной вероятности β необходимо 
рассматривать интервальные оценки корней характеристического 
уравнения: 

 ( ) 0;i it Dβλ λ− >    ( ) 0,i it Dβλ λ+ <    i = 1, 2,  

причем нулевое значение корня не существует. 
Остановимся подробнее на последнем утверждении. Как отмеча-

лось выше, вероятность получить нулевой корень равна нулю. И да-
же если конкретная реализация привела к нулевому значению оценки 
корня, то в последующих реализациях можно ожидать и положи-
тельные, и отрицательные значения корней, т. е. точка покоя может 
быть как устойчивой, так и неустойчивой. При этом возможно изме-
нение вида траектории. Например, при действительных корнях ха-
рактеристического уравнения одного знака точка покоя называется 
узлом, а при разных знаках корней (что вероятно для небольших по 
абсолютному значению корней) — седлом. Причем такой случай не 
является редким. 

Рассмотрим для примера три квадратных уравнения: 

 

2

2

2

1,0001 0,0001 0;

0 0;

0,9999 0,0001 0.

λ λ
λ λ
λ λ

− + =

− + =

− − =

  

В пределах возможных ошибок измерений коэффициенты этих 
уравнений можно считать одинаковыми. Корни уравнений следую-
щие: 1 1λ =  для всех уравнений; 2 0,0001λ =  — для первого, 0  — для 
второго и 0,0001−  — для третьего уравнения. Соответственно изме-
няется и вид фазовых траекторий. 
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