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УДК 539.3 

А .Ю .  Ка р п а ч е в  

О ДЕФОРМАЦИИ УПРУГОГО ТОНКОГО ДИСКА 
ПРИ СФЕРИЧЕСКОМ ДВИЖЕНИИ  

 Изложен математический аппарат анализа напряженно-дефор-
мированного состояния тонких круглых пластин (дисков), находя-
щихся в сложном движении, при котором относительное и перенос-
ное движение — вращение вокруг пересекающихся взаимно  перпенди-
кулярных осей. Приведены результаты численных экспериментов.  
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Особенности поведения тонкой круглой пластины, находящейся  
в сложном движении, учитывают при моделировании работы основ-
ных конструктивных элементов реальных машин. Наглядное пред-
ставление о характере возникающих при этом деформаций можно по-
лучить на примере сферического движения упругого диска, когда его 
относительное и переносное движения есть вращение вокруг взаимно 
перпендикулярных пересекающихся осей (рис. 1).  

Рис. 1. Схема сложного движения диска  

Качественную картину деформированного состояния упругого 
диска в сферическом движении можно наблюдать на установке, пред-
ставленной на рис. 2, подробное описание конструкции которой при-
ведено в [1, 2]. Сферическое движение диска обеспечивают два неза-
висимо управляемых электромотора, причем блок управления позво-
ляет изменять значения переносной и относительной скоростей  
вращения.  В связи с этим возникает задача определения напряженно-
деформированного состояния диска, зависящего от кинематических 
характеристик указанного движения.  

Основные допущения и постановка задачи. Для теоретическо-
го осмысления представленной на рис. 2 качественной картины де-
формированного состояния диска обратимся к рис. 3. 
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Рис. 2. Демонстрационная установка 

Рис. 3. Кинематическая схема и выбранная система координат 

Предположим, что относительное движение диска есть его вра-
щение с постоянной угловой скоростью ωr  вокруг оси y, а перенос-
ное движение происходит с постоянной угловой скоростью еω  во-
круг оси z. При вращении диск деформируется так, что каждая его 
частица смещается в направлении, противоположном ускорению:  
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  К ,r e= + +a a a a    
где ra  — относительное ускорение; ea  — переносное ускорение;   
Кa  — ускорение Кориолиса. Последняя составляющая ускорения 

(см. рис. 3.) определяется известной формулой 
  ( )К 2 ,e r= ×a ω v   

где rv  — относительная скорость. 
 Такое движение приводит к растяжению и изгибу диска. 
 Расчет деформаций рассмотренного тела с позиций двухмерной 

геометрически нелинейной теории круглых пластин [3] может ока-
заться слишком трудоемким. Решение вопроса усложняется нели-
нейным характером зависимостей ускорений, а следовательно, и вы-
зывающих эти ускорения сил, от порождающих их деформаций. 

 Обратимся к допущениям, которые позволяют исследовать де-
формацию диска на основе решения одномерной краевой задачи с 
использованием линеаризованных уравнений [4, 5]. 

 Пусть перемещения W  точек срединной поверхности диска в 
направлении нормали к ней малы по сравнению с его радиусом .c  Ис-
пользуемые линеаризованные соотношения построим в предположении, 
что напряженное состояние диска состоит из основного и дополнитель-
ного. Первое вызвано растяжением диска в его плоскости и обусловле-
но относительным ускорением 2 ,n

r r ra a r= =ω  второе — изгибом плос-
кости диска, как следствие проявления ускорений К 2 cose ra rω ω θ=  и 

2 .n
e e ea a W= =ω  

 Рассмотрим случаи, когда 2 2 ,e rω ω  а относительная скорость 
меньше критической частоты вращения диска. При выполнении этих 
условий основное напряженное состояние диска можно считать  
осесимметричным. Действием аэродинамических сил на диск пренебре-
гаем. 

 Для решения задачи о расчете основного напряженного состоя-
ния воспользуемся основными соотношениями теории растяжения 
пластин в виде системы из двух дифференциальных уравнений и ал-
гебраического уравнения [6, 7]: 

  
2

2

(1 ) ,

(1 ) ,

r

h

r r
h h r

du N u
dr k r

dN u Nk k q r
dr r r

= − −

= − − −

μ μ

μ
  (1)  

  ,h r
uN k N
r

= +θ μ   (2) 

где переменные параметры представлены в безразмерной форме и 
имеют вид 
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rN  и θN  — силы в сечениях, отнесенные к единице длины сечения 
(рис. 4, а); 0h  — некоторая характерная толщина профиля диска; ρ  — 
плотность материала диска; u  — перемещение точек вдоль радиуса;  
Е — модуль Юнга; μ  — коэффициент Пуассона. 

Рис. 4. Схема систем сил, приводящих к растяжению пластины (а) и ее 
изгибу (б) 

Соотношения (1)—(3) позволяют найти основное напряженное 
состояние пластины переменной толщины при известных граничных 
условиях и угловой скорости вращения. 

 Для проведения расчетов систему уравнений (1), (2) запишем в 
матричной форме: 

 [ ]{ } { } { },d X A X G
dr

= +    (4) 

где т
1 2{ } ( , )X x x=  1( ,x u=  2 );rx N=  [ ]A  — 2× 2-матрица перемен-

ных коэффициентов: 

 11 ,a
r

= −
μ  

2
12

(1 ) ,
h

a
k
−

=
μ  21 2 ,hka

r
=  22

(1 ) ;a
r
−

= −
μ    

т
1 2{ } ( , )G g g=  — вектор правых частей 1( 0,g =  2 ).h rg k q r= −   
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Решение уравнения (4) подчиняется двум условиям на границах 
интервала интегрирования: ,r k=  1,r =  где /k b c=  (b — радиус за-
жимных фланцев диска). Дифференциальные уравнения, описываю-
щие движения элемента пластины при ее изгибе, имеют вид [4] 

   

( ) 0,

( ) 0,

r
r

r r
r

rM MM Q r
r

rM MM Q r
r

∂ ∂
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где ( , ).W W r= θ  
Уравнения (5) получены добавлением в уравнения равновесия 

выражения для распределенной инерционной силы, рис. 4, б: 

  ( )22 cos .n e r eq h r W= +ρ ω ω θ ω    

Первые два уравнения (5) соответствуют уравнениям моментов, 
причем изгибающие  моменты ( , )rM Mθ  и момент кручения ( )rM θ  в 
сечениях пластины связаны с ее прогибом соотношениями упругости; 
третье уравнение соответствует уравнению проекций поперечных 
сил ( ),rQ Qθ  на нормаль к деформированному элементу пластины. 
При деформации пластины наблюдается ее перегиб или образование 
формы деформирования с одним узловым диаметром, перемещения 
точек которого 0.W =   

Переменные, входящие в уравнения (5), представим следующим 
образом:  

 cos ,W w θ=  sin ,rM Hθ θ=  
 cos ,rM M θ=  cos ,r rQ V θ=   

 cos ,M Lθ θ=  sin ,Q Vθ θ θ=  
 cos .Q V θ=  

Введем безразмерные параметры: 

0
η ,ww

h
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0
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η ρ ω ,e e
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.dw
dr

=ϑ   

После пребразований, аналогичных приведенным в работе [4], пол-
ную систему уравнений представим в виде одного уравнения: 

  [ ]{ } { } { },d Y B Y D
dr

= +   (7) 

 где т
1 2 3 4{ } ( , , , )Y y y y y=  1( ;y w=  2 ,y =ϑ  3 ,y M=  4 );y V= [ ]B  —

4× 4-матрица следующих переменных коэффициентов: 

11 0,b =  12 1,b =  13 0,b =  14 0,b =  2
21 μ / ,b r=  22 μ / ,b r= −  3

23 1/ ,hb k= −  

 24 0,b =  3 3
31 (3 μ)(1 μ) / ,hb k r= + −  3 2

32 (1 μ)(3 μ) / ,hb k r= − − +    

33 (1 μ) / ,b r= − −  34 1,b =   

 

3 2 2
41 θ

3 3
42 θ

2 3
43 44

т

[ (1 μ)(3 μ) / (μ )] / ,

(μ ) / (1 μ)(3 μ) / ,

μ / / , 1 / ;

{ } (0, 0, 0, ) .

r h eh

h r r h

r h

h k

b k r N N r k q

b k q r N N r k r

b r N k b r

D k q r

= − + − − −

= + − − − +

= + = −

= −

  (8) 

Решение уравнения (7) должно удовлетворять граничным усло-
виям 

  0,w =  0=ϑ  при r k= ; 0,M =  0V =  при 1r = .  (9) 

Метод расчета и его реализация. Рассмотрим численное реше-
ние сформулированной  задачи исследования деформаций диска при 
его сферическом движении. Для этого воспользуемся методом 
начальных параметров (НП) [8].  

 Поясним алгоритм проведения расчета указанным методом. За-
дав исходные данные, решим краевую задачу на основе векторно-
матричных уравнений (4). Граничные условия для расчета основного 
напряженного состояния пластины примем, исходя из того, что 
внешний контур пластины свободен от напряжений: (1) 0,rN =  а 
внутренний контур жестко закреплен ( ) 0u k = . Тогда, полагая нуле-
выми компоненты вектора { }G , проинтегрируем уравнение (4) с уче-
том граничных условий: 1( ) 0,x k =  2 ( ) 1;x k =  второй раз интегриро-
вание этого уравнения проведем с учетом компонент вектора { }G , но 
при нулевых граничных условиях. Искомую силу на внутреннем кон-
туре определим как 2 1

2 2 2( ) ( ) (1) / (1),rN k x k x x= = −  где 1
2 (1),x  2

2 (1)x  —
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значения компоненты 2x  на внешнем контуре, полученные в резуль-
тате первого и второго интегрирований соответственно. Затем после 
интегрирования уравнений (4) с такими граничными условиями 

1( ) 0,x k =  2 ( ) ( ),rx k N k=  определим значения радиальных, а исполь-
зуя выражение  (2) — окружных распределенных сил. 

Далее последовательно определеним непосредственно прогибы 
пластины на основе решения краевой задачи с использованием урав-
нения (7) и граничных условий (9). Для этого необходимо, принимая 
{ }D = ( )т0, 0, 0, 0 ,  дважды проинтегрировать уравнение (7) с гранич-
ными условиями вида  

  0 0

0 0
0 0{ } ,  { } .
1 0
0 1

Y Y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   

 Третий раз следует проводить интегрирование, учитывая, что в 
уравнении (13) { }D = т(0, 0, 0, )h kk q r−  и при граничном условии 

{ }Y = ( )т0, 0, 0, 0 .  После определения вектора констант из уравнения, 
составленного таким образом, согласно методу НП,  еще раз проин-
тегрировав неоднородное дифференциальное уравнение (7) при 
найденных граничных условиях, получим решение вида  
  { } { } [ ]{ }y Z Y C= + .   
 В ходе проведения указанной процедуры решения искомые силовые 
факторы на внутреннем контуре диска равны найденным константам 

3 4, :C C  

 1
3( ) ;dM k C

d
= =    2

4( ) ,dV k C
d

= =    

где 
3 2
3 3 3 2 3 2

1 3 4 4 33 2
4 4

1 3
3 3 1 3 1 3

2 3 4 4 31 3
4 4

1 2
3 3 1 3 1 2

3 4 4 31 2
4 4

( )
( ) ( ) ;

( )

( )
( ) ( );

( )

.

y y
d y y y y

y y

y y
d y y y y

y y

y y
d y y y y

y y

−
= = − − −

−

−
= = − − −

−

= = −

  

 
Значения прогибов и внутренних силовых факторов диска, 

найденные с учетом и без учета его растяжения, приведены ниже: 
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Определители, составленные из компонент вектора состояния 
{ }1Y  на внешнем контуре диска, получены трехкратным интегриро-
ванием уравнения (7) (каждому из которых соответствуют верхний 
индекс). Искомое напряженно-деформированное состояние можно 
определить по результатам четвертого уравнения (7). 

Как следует из проведенных расчетов, напряжение максимально 
на внутреннем контуре диска. Его значение можно вычислить по из-
вестной формуле [9], полученной с учетом выражений (3) и (6): 

  
2
0

max 3/2 2
( ) 6 ( )σ .
η η

r r
r

N k M k Eh
с

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

 Результаты проведенных расчетов. Для исследования дефор-
мации диска на лабораторной установке с помощью предложенной 
модели предварительно были установлены характеристики материала 
диска (см. (14)): 3,5E = МПа, 0,5,μ =  ρ = 280 кг/м3; его геометриче-
ские параметры: 160с =  мм, 0 6h =  мм, 1.hk =  Расчет проводили при 
значении относительной угловой скорости rω = 40 рад/c,  постоянном 
значении переносной угловой скорости 4eω = рад/с. На рис. 5 пред-
ставлена зависимость максимальных значений прогибов диска от его 
радиуса, построенная по результатам расчета. 

Рис. 5. Изменение максимальных значений прогибов диска вдоль радиуса 

Прогиб диска, наблюдаемый в проведенных опытах на лаборатор-
ной установке, показан на рис. 6. Частота собственного вращения диска 
в эксперименте составляла 6,5 об/c, скорость переносного вращения из-
менялась в диапазоне значений 0…5 рад/ c. Сопоставляя теоретические 
и экспериментальные данные максимальных значений перемещений 
точек диска, можно выявить предельные кинематические характеристи-
ки вращения диска, при превышении которых использование предло-
женной математической модели для анализа поведения диска становит-
ся невозможным. В рассматриваемом случае значение угловой пере-
носной скорости не должно быть более 3 рад/с. 
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Рис. 6. Определение максимальных прогибов диска на лабораторной 
установке 

Таким образом, предложенный метод исследований позволяет 
определить влияние каждой из составляющих К, ,r ea a a  ускорения ее 
точек на прогиб пластины. Применение описанной лабораторной 
установки создает условия для экспериментальных исследований ки-
нематических границ применимости принятых допущений и исполь-
зования предлагаемой математической модели. На основе решения 
поставленной задачи можно также существенно снизить риск воз-
никновения высоких переменных напряжений и обусловленных ими 
усталостных разрушений. 

Исследования проведены при поддержке гранта Президента РФ 
для ведущих научных школ №НШ-4748.2012.8. 
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