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НОВЫЕ ИНТЕГРИРУЕМЫЕ СЛУЧАИ В ЗАДАЧЕ 
ЖУКОВСКОГО О ДВИЖЕНИИ ТВЕРДОГО  
ТЕЛА С ПОЛОСТЯМИ, ЗАПОЛНЕННЫМИ  
ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТЬЮ 
Найден ряд новых интегрируемых случаев уравнений Жуковского —
Пуанкаре. Существенное отличие найденных решений от классических 
общих случаев интегрируемости уравнений состоит в том, что матри-
цы параметров гамильтониана являются недиагональными. Показано, 
что в случае, когда матрицы параметров диагональные, все девять па-
раметров матриц независимы и, следовательно, полученные решения со-
держат как частные результаты классические случаи интегрируемо-
сти Клебша — Шоттки, Ляпунова — Стеклова, Адлера — ван Мербеке. 
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Работа посвящена классической проблеме интегрируемости 
уравнений Жуковского — Пуанкаре. Специальными случаями урав-
нений Жуковского — Пуанкаре являются: 

уравнения движения твердого тела с эллипсоидальной полостью, 
заполненной идеальной несжимаемой жидкостью, совершающей од-
нородное вихревое движение, — задача Жуковского; 

уравнения движения, описывающие динамику взаимодействую-
щих спинов, — классические модели Гейзенберга. 

Гамильтониан уравнений Жуковского — Пуанкаре определяется 
выражением [1, 2] 
 2 2 const,H a c b= ⋅ + ⋅ + ⋅ =P P R P R P  (1) 

где , ,a b c  — матрицы 3 3× , причем ,a b  — симметричные матрицы. 
Уравнения движения можно представить следующим образом: 

 ,P H a c= ⋅∇ ⇒ = ⋅ + ⋅P P P P P P R
i i

 (2) 

 R H= ×∇ ⇒R R
i

.c b= ⋅ + ⋅R R P R R
i

 (3) 
Уравнения (2)—(3) имеют три первых интеграла 

 
2 2 const,

const, const.

H a c b= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

⋅ = ⋅ =

P P R P R R

P P R R
  

Для интегрируемости гамильтоновой системы (1)—(3) по Лиу-
виллю достаточно найти четвертый первый независимый дополни-
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тельный интеграл. Известны три общих случая интегрируемости 
уравнений Жуковского — Пуанкаре с четвертым первым дополни-
тельным интегралом. 

Эти классические решения характеризуются следующими усло-
виями. 

1. Случай Клебша — Шоттки [3, 4, 7]: 

0, , , 1, 2, 3,ij ij ija b c i j i j= = = ∀ ≠ =  

, 1, 2, 3,i ia b i= =  

2 2 2
2 3 3 1 1 2 1 2 2 3 3 11 2 3( ) ( ) ( ) ( )( )( ) 0.c a a c a a c a a a a a a a a− + − + − + − − − =  

2. Случай Ляпунова — Стеклова [4, 5, 7]: 

0, , , 1, 2, 3,ij ij ija b c i j i j= = = ∀ ≠ =  

2 2 2 2 2 2
2 3 1 3 1 2diag ( , , ),a λ λ λ λ λ λ=  

2 2 2 2 2 2
2 3 1 3 1 22 3 1 3 1 2diag ( ), ( ), ( ) ,c λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦  

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 1 3 1 2diag ( ) , ( ) , ( ) .b λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦  

3. Случай Адлера — ван Мербеке [6, 7]: 

0, , , 1, 2, 3,ij ij ija b c i j i j= = = ∀ ≠ =  

2 2
1 2 3

2 , , , 1, 2, 3; 0,
3i ijk j ka i j kε λ λ λ λ λ= − = + + =  

4 2 2 2 2( ) ( ) ,i ijk j k ki j jkc ε λ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤= + − + +⎣ ⎦  

4 2 22 5( ) ,
3 4i ijk i j k j k j kb ε λ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

где символ ijkε  означает круговую перестановку индексов. 
Следует обратить внимание, что в классических решениях недиаго-

нальные элементы матриц гамильтониана уравнений Жуковского — 
Пуанкаре равны нулю: 0, , , 1, 2, 3.ij ij ija b c i j i j= = = ∀ ≠ =  

В общих случаях интегрируемости уравнений (2) — (3) с четвер-
тым первым квадратичным интегралом справедлива теорема Стекло-
ва об обращении роли функций гамильтониана и квадратичного ин-
теграла. 

Проведем доказательство этой важной теоремы. Следуя Стекло-
ву, будем искать квадратичный интеграл в виде 
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 1,12 2 const,V X Y Z= ⋅ + ⋅ + ⋅ =P P R P R R  (4) 

где , ,X Y Z  — матрицы 3 3,×  причем ,X Z  — симметричные  
матрицы. 

Квадратичная форма (4) будет являться первым интегралом урав-
нений (2)—(3), если первая производная по времени от параметра  ,V  
составленная в соответствии с уравнением движения, тождественно 
равна нулю. 

Согласно уравнениям (2)—(3), находим 

 

2

[ ( )] [ ( ) ( )

( )] [ ( ) ( ) ( )]

[ ( )] 0, , 0.

V X Y Y Z

a X c X Y a

c Y Y b c Z c Y

b Z

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ ≡ ∀ ≠

P P R P P R R R

P P P R P P R P P

R P P P R R P R R P R R

R R R P R

i i i i�

 (5) 

Поскольку в соотношение (5) параметры гамильтониана ( , , )H a b c  и 
квадратичного интеграла ( , , )V X Y Z  входят симметрично, справед-
лива теорема Стеклова. Если для уравнений движения Жуковского — 
Пуанкаре известен общий случай интегрируемости с четвертым 
квадратичным интегралом const,V =  то для этих уравнений можно 
указать еще один случай интегрируемости, поменяв местами роли 
функций H и :V  

(1) (2)

(1) (2)

,

.

V H

H V

→

→  
Покажем, что существуют новые интегрируемые случаи при 

наличии в гамильтониане уравнений Жуковского — Пуанкаре мат-
риц общего недиагонального вида. 

Примечание. Везде далее символ  
(123)
∑ означает, что сумма состоит из 

членов, полученных круговой перестановкой индексов; диагональные эле-
менты матриц имеют один индекс. 

Теорема 1. Если 

1 ,i i ic na mXβ −= + +  1 ,i iX aα η −= +  i = 1, 2, 3,   , , , ,n mα β η = const, 

12 23 12 23 12 21 23 32

13 13
13 13 13 13

13 13

0,

, ,

a a b b c c c c

c ca A b B
Г Г

= = = = = = = =

= =
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132 2
1 2 3 1 2 1 213 31

13(123)

13
1 2 3 1 2 1 2

13(123)

1 13 13 1 2 13 2 13

3 31 31 3 2 13 2 13 13 31 31 13

, ( ) 0, ( ),

( ) 0, ( ),

,

, ,

cc c a A A a a A A
Г

cb B B b b B B
Г

c Г c Г с A Г a

c Г c Г с A Г a c c

= − = − = −

− = − = −

− = −

− = − =

∑

∑

Γ Γ

 (6) 

то существует четвертый первый независимый квадратичный инте-
грал 

 1,12 2 const,V A B= ⋅ + ⋅ + ⋅ =P P R P R RΓ  (7) 

где элементы матриц , ,A B Г  определяются выражениями 

 
12 23 12 23 12 21 23 32

2 2 2 2
13 31 13 13

0,

, ,

A A B B Г Г Г Г

Г Г А B

= = = = = = = =

= =
 (8) 

 ( ) , , const,i i i i ic X c Y= + + + =Γ χ μ χ μ  1 3 1 3( ) ,a a A Aχ − = −  (9) 

 0 01 , , const,B bζ ζ ζ ζ= ⋅ + ⋅ =  (10) 

причем 1 2 3, , , , , , , , , ,m n Y Y Yα β η μ χ ζ  можно найти следующим 
образом: 

    ( ) ( )( )( )
2 2

1 2 2 0 1 3 3 2 1 2
ˆ 1 ˆ, ,

ˆ
m nd d d d m a a a a a a

m
+ +

= − = − − −
η ηα

ηα
 (11) 

 ( ) ( )( )2
3 3 3 0 3 3ˆ ˆ 1 ,d X c d m c a m nμ ηα η+ + = + + + +  (12) 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 3
1232

1 3 3 2 2 1

1 3 2
123

1 3 3 2 2 1

ˆ ,

ˆ ,

c a a a

m n
a a a a a a

c a a

m
a a a a a a

η

ηα

−

+ =
− − −

−

=
− − −

∑

∑
 (13) 

 2 3 2 1 3 3 1 3 1 1 2 3 3 2( ) ( ) ( ) ( ) 0,B B c c B B c cθ θ θ θ θ θ− − + − − =  (14) 
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1 3 2 1 2
(123)

2 1 1 2 3 2 2 3 1 3 1 2 1 3 2
(123)

( )

,
( )( )( ) ( )

B A A

c c A A B B B B c B A A

θ θ

χ
θ θ θ

⎡ ⎤−
⎢ ⎥⎣ ⎦=

⎡ ⎤− − + − − + −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑
 

  (15) 

 
1 3 2 1 2

(123)

1 2 3 1 2 3 2 1 2 3 1 3

( )

.
( )( ) ( )( )

B A A

c A A B B c A A B B

θ θ

ζ χ
θ θ

⎡ ⎤−
⎢ ⎥⎣ ⎦= +

− − + − −

∑
 (16) 

Здесь 

1 1 1 2 3 3 2 1 3 2 1
(123)

( ) ( )( )( );d Y a a a n a a a a a aα= − + − − −∑  

2 1 2 3 3 1 2 3 2 1
(123)

ˆ( ) ( )( )( );d Y a a a a a a a aη= − + − − −∑  

 3 3( ) ;d n Yη α μ β= + + +  (17)  

 
1 2 3 1 2 3 1 2 3

( )ˆˆ , ;mm
x x x a a a a a a

η μ βη +
= =    

iГ , 1, 2, 3;i ic iθ χ= − =   

( ) ( )
( ) ( ) ( ){ }

2 1
0

22 2
3 1 2 1 2 3 3

ˆ 1 ;

ˆ ˆ ˆ ˆ1 2 2 .

d n m n

m n m m a a a a a m n a c

α β μ η η

η ηα ηα η

−= ⎡ + + ⎤ + − Δ⎣ ⎦

Δ = + − + ⎡ + − ⎤ + + −⎣ ⎦
 

Следовательно, уравнения Жуковского — Пуанкаре интегрируются в 
квадратурах. 

В силу теоремы Стеклова об обращении роли функций гамильто-
ниана и квадратичного интеграла справедлива следующая теорема. 

Теорема 2. Если гамильтониан задачи Жуковского — Пуанкаре 
определен выражением 

 1,22 2 const,H A Г B= ⋅ + ⋅ + ⋅ =P P R P R R   

где элементы матриц , ,A Г B  связаны между собой соотношениями 
(6)—(17), то существует четвертый первый квадратичный интеграл 

 1,22 2 const.V a с b= ⋅ + ⋅ + ⋅ =P P R P R R    

Здесь элементы матриц , ,a b c  отвечают условиям (6), (8)—(17). 
Из теоремы 2 вытекает следующая теорема. 
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Теорема единственности. Уравнения Жуковского — Пуанкаре 
интегрируемы в квадратурах в самом общем случае, когда матрицы 
параметров гамильтониана задачи являются диагональными, т. е.  
число независимых элементов матриц параметров гамильтониана за-
дачи Жуковского — Пуанкаре равно девяти. 

Следствие 1. Интегрируемые случаи задачи Жуковского — Пу-
анкаре, открытые Клебшем — Шоттки, Ляпуновым — Стекловым, 
Адлером — ван Мербеке, являются частными результатами найден-
ного решения, определяемого условиями теоремы 2. 

Таким образом, справедлива следующая теорема. 

Теорема 3. Если  

 12 13 12 13 23 23 00, 0, , 1, 2, 3,i ia a b b a b b b a i= = = = + = = + =   

 2 23 1 23 1 23 2 3, 0, 0, , , 1, 2, 3,ijc Y c X Y a c c c i j i j= − + = = ∀ ≠ =   

 ( ) ( ) ( ) ( )1 3 23 1 3 23 2 3 23 2 3 23, ,a a X X X a a a X X X a− = − − = −   

то существует четвертый первый независимый квадратичный инте-
грал 

 3,12 2 const,V X Y Z= ⋅ + ⋅ + ⋅ =P P R P R R   

где элементы матриц X, Y, Z связаны между собой соотношениями  

   12 13 12 13 23 23 00, 0, , 1, 2, 3,i iX X Z Z X Z Z Z X i= = = = + = = + =   

 12 21 13 31 23 320, 0,Y Y Y Y Y Y= = = = + =   

( ) ( )2
2 1 1 31 1 3 232 2

23 3 23 1 23 23 1 2
23 23 23

,
Y X X X Xc X XY Y Y Y X Y Y

a X X
⎡ ⎤ − −−⎛ ⎞+ + = − + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦

   

( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 1 323 231 3 2 2 2

3 23 1 23 23 2
23 23

,
X Y X X X XX XY Y Y Y X

X X
− − −−⎛ ⎞+ = − + +⎜ ⎟⎝ ⎠    

 ( ) ( )23 2 3 23 3 2 ,X Y Y Y X X+ = −   

и, следовательно, уравнения Жуковского — Пуанкаре интегрируются 
в квадратурах. Значит, справедлива следующая теорема. 

Теорема 4. Если 

 12 23 12 23 13 13 1 2 1 20, 0, , ,a a b b a b a a b b= = = = + = = =   
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13 13 2 1 13 31 12 21 23 32, , 0, 0,c a c c c c c c c c= = + = = = = =   

 ( ) ( ) ( ) ( )1 3 13 1 3 13 1 3 13 1 3 13, ,a a X X X a b b Z Z Z b− = − − = −   

то существует четвертый первый независимый квадратичный инте-
грал 

 4,12 2 const,V X Y Z= ⋅ + ⋅ + ⋅ =P P R P R R   

где элементы матриц X, Y, Z связаны между собой соотношениями 

   12 23 12 23 13 13 1 2 1 20, 0, , ,X X Z Z X Z X X Z Z= = = = + = = =   

12 21 23 32 13 31 13 13 1 20, 0, , ,Y Y Y Y Y Y X Y Y Y= = = = + = = =    

 2 3 13 2 3 13( ) ( ) ,Y Y a c c X+ = +   

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3 2 3 3 2 2 2 3 3 2 3 3 2,Y a a c X X Y c Y b b c Z Z Y c− + = − + − + = − +  
и, значит, уравнения Жуковского — Пуанкаре интегрируются в квад-
ратурах. 

Следствие. Решение, определяемое теоремой 4, включает в себя 
интегрируемый случай, полученный А.В. Борисовым, И.С. Мамае-
вым и В.В. Соколовым [7]. Таким образом, найденные в работе ре-
шения существенно отличаются от классических общих случаев ин-
тегрируемости уравнений тем, что матрицы параметров гамильтони-
ана являются недиагональными. 
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