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Динамика разнообразных технических объектов с вращающимся 
ротором, таких как вибрационные технологические машины и вибра-
ционные роботы с дебалансным приводом, компрессорные и насос-
ные агрегаты, электросиловые приводы, вентиляторные установки и 
т. п., в ряде случаев может быть проанализирована на основе расчет-
ной схемы, представленной на рис. 1 [1—5]. Твердое тело (платфор-
ма) с упруговязким закреплением может колебаться относительно 
неподвижных идеальных (без трения и натяга) горизонтальных 
направляющих. На платформе установлен электродвигатель с не-
уравновешенным ротором. 

 

Рис. 1. Расчетная схема 
 
Расчетная модель. Движение системы будем рассматривать от-

носительно неподвижной системы координат Охy (см. рис. 1), начало 
которой совмещено с положением статического равновесия общего 
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центра масс платформы и электродвигателя, причем вертикальная 
ось Oy совпадает с направлением вектора силы тяжести. Горизон-
тальное смещение платформы описывается координатой х, а угол ϕ 
поворота ротора электродвигателя отсчитываем против хода часовой 
стрелки от положительного направления вертикальной оси Оу (см. 
рис. 1).  

Движущий (вращающий) момент ( )eM i  электродвигателя (по-
стоянного тока) зависит от силы тока i в обмотке якоря, который 
определяется законом Кирхгофа [2, 5].  

С учетом сделанных предположений полная система уравнений, 
описывающих движение системы и силу тока в цепи обмотки якоря 
электродвигателя, может быть представлена в виде 
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где 0 em m m= +  — полная масса системы; m0 — масса платформы с 
электродвигателем; me — масса ротора; b и k — коэффициенты 
демпфирования и жесткости упруговязкой опоры; e — расстояние от 
оси вращения ротора до его центра масс (эксцентриситет); J — цен-
тральный момент инерции ротора; Me = Ki — движущий момент 
электродвигателя; K — постоянная ЭДС двигателя; U — напряжение, 
приложенное к обмотке якоря; L и R — индуктивность и сопротивле-
ние обмотки якоря; Mc — момент сопротивления вращению ротора 
двигателя; g — ускорение силы тяжести.  

Отметим одну важную особенность системы уравнений (1): ее 
решения зависят от напряжения U, подаваемого на электродвигатель, 
которое является управляющим воздействием (параметром), причем 
горизонтальные колебания платформы можно рассматривать как па-
раметрическое возбуждение колебаний угловой скорости ротора, 
считая ее независимой переменной.  

В нерезонансных областях амплитуды колебаний твердого тела 
(платформы) незначительны и их воздействие на угловую скорость 
ротора также мало. В резонансной области картина развития колеба-
ний существенно меняется: амплитуды колебаний твердого тела уве-
личиваются, и частота вращения ротора может резко изменится. Это 
скачкообразное изменение частоты приводит к скачкообразному из-
менению амплитуды и частоты колебаний самого тела (эффект 
Зоммерфельда) [6]. Тем самым в системе проявляется динамическая 
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неустойчивость периодических режимов движения. Отметим, что в 
системах с ограниченным возбуждением могут наблюдаться не толь-
ко скачкообразные изменения амплитуд и частот колебаний, но, в ря-
де случаев, и невозможность преодоления резонанса при недостаточ-
ной мощности двигателя.  

При исследовании колебаний в системах с приводом ограничен-
ной мощности свойства привода довольно часто представляют в 
упрощенном виде, считая в первом приближении, что 0di dt ≈ . То-
гда из последнего уравнения системы (1) следует, что 

 U Ki
R

ϕ−= .  (2) 

С учетом (2) движущий момент Me = Ki во втором уравнении 
системы (1) представляет собой статическую характеристику дви-
гателя: 
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т. е. связь между моментом и угловой скоростью при отсутствии 
нагрузки на ротор двигателя. 

Обычно решение системы (1) с учетом (3) сводят к нахождению 
периодических режимов движения методами возмущений в виде за-
висимости координаты x от средней угловой скорости d dtϕ  ротора 
вблизи основного резонанса и анализу их устойчивости [1—3]. Тем 
самым из рассмотрения «выпадает» роль истинного управляющего 
параметра — напряжения электрического тока, определяющего 
поведение фазовых переменных системы (1), что ограничивает ана-
лиз движений всех подсистем и устойчивость получаемых периоди-
ческих решений. В результате получаемое решение обладает рядом 
дефектов: 

создается ложное представление об угловой скорости вращения 
ротора как о независимой переменной; 

не удается в естественном виде представить бифуркационную 
картину потери устойчивости периодических движений динамиче-
ской системы и выявить тип имеющих место бифуркаций. 

В данной работе решение задачи о нахождении периодических 
движений платформы и ротора, а также анализ их устойчивости осу-
ществляем в зависимости от параметра управления (напряжения U 
в цепи возбуждения электродвигателя) численно методом продолже-
ния по параметру: в качестве параметра рассматриваем дугу в четы-
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рехмерном пространстве — три начальных условия и управляющий 
параметр [7]. 

Приведем уравнения системы (1), учитывая статическую харак-
теристику (3), к безразмерному виду с использованием безразмерных 
времени t Tτ ∗=  (T m k∗ = ) и перемещения /x Xξ ∗= , 

2( )eX J m e m∗ = + : 

 
[ ]

( )

22 cos ( ) sin ;
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где (...) (...)d dτ=′  — производные по безразмерному времени τ ; 
( ) ( )eE m e mX∗=  — эксцентриситет ротора; (2 )b kTζ ∗=  — нормиро-

ванный коэффициент линейного демпфирования; 
22gT Xβ ∗ ∗=  — вес 

ротора; 0 0Γ ( )uγ ϕ ω′= −  — движущий момент двигателя; 

( ) 2
0u KU kRXγ ∗=  — максимальный момент, создаваемый электро-

двигателем; 2
c cM kXγ ∗=  — постоянный момент сопротивления 

вращению ротора двигателя; ( )0uω  — круговая частота вращения 
электродвигателя без нагрузки, 0 0Ω .Tω ∗=  

Используя обозначения ν ξ= ′ , ω ϕ= ′ , решим уравнения (4) от-
носительно переменных { },ν ω′ ′ : 
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где 22 sinQ Eξ ξ ζν ω ϕ= − − + ; 0 0sin ( ) cQ E uϕ β ϕ γ ω ω γ= − + − − ; 
2 21 cos .D E ϕ= −  

Введя обозначения 
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где 
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  { } { }TT
1 2 3 4 3 4, , , ; , , , ,x x x x x x P Pν ω= =x f   (7) 

уравнения (5) приводим к нормальной форме Коши.  
Уравнения (6) и (7) описывают нелинейную (автономную) дина-

мику горизонтальных движений платформы с установленным на ней 
вращающимся неуравновешенным ротором, приводимым в движение 
электродвигателем с ограниченной мощностью. Мощность электро-
двигателя определяем как 0 0Γ ( )u uΝ ω γ ω ω ω= = − , она достигает 
своего максимума max 0 0( )( ) 4u u uΝ γ ω=  при частоте вращения 

0 2uω ω= . Таким образом, для описания динамики платформы 
необходимо задать семь безразмерных параметров: 

 0 0, , , , , , ,cE uζ β γ γ ω   (8) 

и четыре начальных условия: 

 (0), (0), (0), (0)ξ ϕ ν ω .  (9) 

Бифуркационный анализ. Численное решение строим с помо-
щью метода установления последовательного нагружения [7] по па-
раметру возбуждения — напряжения тока u в обмотке якоря при 

0,1; 0,5;E β= =  0,05;cγ =  0 00,5; 5γ ω= =  для двух различных 
значений параметра демпфирования ζ .  

На рис. 2 показаны бифуркационные диаграммы последователь-
ных экстремумов положения платформы Extr [ ]ξ  и угловой скорости 
ротора Extr [ ]ω . На приведенных рисунках видно, что в диапазонах 
значений 0,1900 0,1925u< <  и 0,3700 0,3725u< <  происходит скач-
кообразное изменение уровня и вида вибраций платформы и угловой 
скорости ротора. На участке 0,1900u <  вибрации не возбуждаются: 
ротор и платформа остаются неподвижными. На участке 
0,1925 0,3700u< <  отмечается медленный рост средней круговой 
частоты вращения ротора от 0,5ω ≈  до 1ω ≈ . При 0,3725u >  ча-
стота вращения ротора растет пропорционально уровню возбужде-
ния. 

Анализ 2π-периодических движений. Для вычисления перио-
дических движений системы за один полный оборот ротора двигате-
ля (при его вращении без остановок) целесообразно от безразмерного 
времени τ  перейти к новой независимой переменной — углу пово-
рота ротора ϕ . Тогда при замене τ ϕ→  

 (...) (...) ; .d d d d
d d d d

ϕ ϕω
τ τ ϕ τ

= =   (10) 
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Рис. 2. Бифуркационные диаграммы последовательных экстремумов 
положения платформы и угловой скорости ротора:  
а, в — отображение Пуанкаре; б, г — промежутки времени между последователь-
ными экстремумами 
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Используя обозначения 1 1 2 2 3 3, ,y x y x y xν ξ ω= = = = = = , 
уравнения движения принимают вид 
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где  
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При этом на правые части ( , ; , ...)uϕR y  явным образом влия-
ет независимая переменная ϕ  через 2π -периодические тригономет-
рические функции cos , sin ,ϕ ϕ  которые в соответствии с (5) будут 
иметь следующий вид: 
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Выбор новой независимой переменной позволяет сократить раз-
мерность задачи при вычислении периодических движений.  

Устойчивость 2π-периодических движений. Пусть для некото-
рых начальных условий =0y a  существует частное периодическое 
решение системы (11) , которое запишем в виде 

( , ) :

(0, , ) ; ( , , ) ( , ( ; ; ), , ...); (2 , , ) .
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u u u u u

ϕ
ϕ ϕ ϕ π•= = =

a,
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Устойчивость периодических движений исследуем методом Фло-
ке — Ляпунова для уравнений в вариациях 

0: ( , ; ) , (0) ;uδ δ ϕ δ δ δ•= + = =y y y A y y yψ ψ  

0
3

0 3
1

3 3
2 0

3
0 3

2 1 (2 sin cos )

1( , ; ) 0 ;

2 cos cos ( 2 cos sin )

SE E

u D D
D

SE E E

ν

ω

γζ ψ ϕ ϕ
ω ψ
ψϕ

ψ ψ
γζ ϕ ϕ ψ ϕ ϕ
ω ψ

− − + −

= −

− − −

A ψ  



 

122 ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2012 

2
2 1 3 0 3 0

cos ; cos ;

2 sin ; sin ( ) .c

S Q EQ S EQ Q

Q E Q E u

ν ξ ϕ ω ξ ϕ

ξ ϕ

ϕ ϕ

ψ ζψ ψ ϕ β ϕ γ ψ ω γ

= − = − +

= − − + = − + − −
 

Приведенный алгоритм положен в основу численного расчета 
амплитудных и частотных зависимостей от напряжения u постоянно-
го тока (рис. 3—6).  

 

Рис. 3. Результаты численного расчета при ζ = 0,01 
 
Анализ полученных результатов. На всех амплитудных (для 

платформы) кривых ( )A uξ  наблюдается несколько (три — при за-
данных параметрах и выбранном разрешении) резонансных состоя-
ний, соответствующих основному резонансу 1ξω ω≈ =  и субгармо-
ническим колебаниям системы с частотой , 2, 3k kξω ω≈ =  (здесь 

ξω  означает собственную частоту платформы при невращающемся 
роторе).  
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Рис. 4. Результаты численного расчета при ζ = 0,02 

 
Рис. 5. Резонансные области амплитудных зависимостей, соответ-
ствующих случаю ζ = 0,02 (масштаб увеличен) 
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Рис. 6. Результаты численного расчета при ζ = 0,05 
 
На частотных зависимостях (рис. 3, а, б и 4, а, б) видны гистере-

зисы, соответствующие скачкам угловой скорости ротора вблизи ос-
новного резонанса 1ξω =  и дополнительных — 1 2, 1 3ω ω= = .  

В резонансных областях амплитудных и частотных зависимостей 
наблюдаются неустойчивые режимы (участки ветвей, выделенные 
кружками). Две резонансные области амплитудных зависимостей, 
соответствующих случаю 0,02,ζ =  в увеличенном масштабе показа-
ны на рис. 5. В диапазонах изменения значений напряжения, ограни-
ченных вертикальными прямыми, возникают два неустойчивых со-
стояния (см. рис. 5). Полученный результат принципиально отлича-
ется от традиционных решений, при которых выявляется 
существование двух устойчивых и только одного неустойчивого ре-
жима. Это связано с тем, что в данной системе реализуется не только 
бифуркация типа предельная точка, когда наибольший по модулю 
мультипликатор ( )1 1, 2, 3 ,k kμ μ= + < =  но также реализуется 
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субкритическая бифуркация Неймарка — Саккера, при которой  
появляются два комплексно сопряженных мультипликатора 

1,2 exp( Θ),iμ = ±  Θ (0, ),π∈  3 ( 1, 1).μ ∈ − +  Отметим, что с увеличе-
нием демпфирования область существования двух неустойчивых ре-
жимов уменьшается и имеется «критическое по устойчивости» зна-
чение параметра демпфирования, при котором бифуркация Неймар-
ка — Саккера исчезает, что соответствует слиянию двух комплексно 
сопряженных мультипликаторов в точке +1. 

На зависимостях амплитуды колебаний платформы от усреднен-
ной угловой скорости meanω  ротора (рис. 3, в и 4, в) также обнаружи-
ваются субрезонансы 1: ( 1, 2, ...).n n =  В данной системе резонансы 
типа /nξω ω=  можно трактовать как параметрические резонансы (так 
как в коэффициенты системы уравнений (11) независимая перемен-
ная ϕ  входит в виде cos 2 ,ϕ  sin 2ϕ ). 

Поведение мультипликаторов (рис. 3, г и 4, г) показывает переход 
мультипликаторов за единичную окружность не только в точке 

1μ = + , но и в точках exp ( Θ).iμ = ±  
На рис. 6 приведены аналогичные графики для случая «большо-

го» демпфирования ( 0,05ζ = ), при котором наблюдается только 
один тип бифуркации 1μ = + . 
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