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Предложена математическая модель, предназначенная для анали-
за вибрационного сверления глубоких отверстий ружейными свер-
лами с управляемой промежуточной опорой. Показана принципи-
альная возможность поддержания режима резания с сегментной 
стружкой c помощью рассматриваемой схемы сверления. Указа-
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Получение глубоких точных отверстий является сложной техно-
логической задачей [1—4]. Основная проблема при сверлении ру-
жейными сверлами — образование непрерывной, так называемой 
сливной стружки. При наложении на существующую технологиче-
скую схему сверления осевых вибраций можно добиться того, что 
стружка будет сегментированной [1, 2]. Поскольку стебель инстру-
мента ружейного сверла представляет собой длинный и гибкий стер-
жень, то в процессе сверления неизбежны поперечные вибрации, ко-
торые, в свою очередь, вызывают осевые колебания конца стержня. 
Прерывистого стружкообразования можно добиться путем синхрони-
зации автоколебаний стебля сверла, вызванных эффектом регенера-
ции при резании, с дополнительными вибрациями промежуточной 
опоры. Для этого соответствующим образом должны быть подобра-
ны параметры системы — технологические и жесткостные. При этом 
на первое место выходят вопросы построения адекватной математи-
ческой модели, чему и посвящена данная работа. 

На рис. 1 изображена принципиальная схема сверления. Заготов-
ка закреплена в патроне и вращается с угловой скоростью ω. Подача 
заготовки в осевом направлении с линейной скоростью v осуществ-
ляется с помощью механизма подачи. Ружейное сверло закреплено в 
патроне и остается неподвижным. Промежуточная опора может со-
вершать осевые колебания при использовании одного из специаль-
ных виброустройств — гидравлического, механического, электро-
магнитного или пьезоэлектрического. Для отвода стружки из зоны 
резания предусмотрена циркуляционная система подачи смазочно-
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охлаждающей жидкости (СОЖ). С помощью насоса высокого давле-
ния СОЖ подают через внутренний канал ружейного сверла в зону 
резания, затем вместе с удаляемой стружкой СОЖ поступает в си-
стему фильтрации, после которой очищенная СОЖ вновь оказывает-
ся в емкости перед насосом высокого давления. Расчетная схема рас-
сматриваемой механической системы показана на рис. 2. Левый ко-
нец стержня жестко закреплен. Промежуточная опора — шарнирная. 
Условия крепления на правом торце стержня представляют собой 
плавающую заделку. На правый конец стержня действуют перемен-
ные осевая сила и крутящий момент. 

 

Рис. 2. Расчетная схема и поперечное сечение инструмента 
 
Вследствие того, что центр вращения О (рис. 3) не совпадает с 

положением оси стержня (геометрическим центром поперечного се-
чения С), т. е. имеет место эксцентриситет e, граничные условия на 
правом торце и в промежуточной опоре оказываются нестационар-
ными. При закручивании стержня на угол ϕ моментом M точка оси 
стержня перемещается на величины u2 и u3 в направлении связанных 
координатных осей e2 и e3 соответственно, в результате чего стер-
жень изгибается. 

 

Рис. 1. Общая схема сверления 
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Рис. 3. Нестационарные граничные условия на правом торце 
 
Таким образом, граничные условия задачи имеют вид 
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где e�  — безразмерный эксцентриситет сечения; χ  — отношение 
крутильной и максимальной изгибной жесткости поперечного сече-
ния стержня. 

Данная задача может быть сформулирована в виде системы диф-
ференциальных уравнений в частных производных, описывающих 
малые параметрические колебания стержня. Однако решение этой 
системы уравнений сопряжено с рядом трудностей, поскольку данная 
краевая задача является многоточечной. Кроме граничных условий 
на левом и правом концах стержня должны быть выполнены условия 
равенства нулю перемещений в точке стержня, находящейся под 
промежуточной опорой в текущий момент времени. Метод Галерки-
на для сведения задачи к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений в данном случае неэффективен, поскольку на каждом шаге 
интегрирования конечномерной системы необходимо пересчитывать 
координатные функции с учетом изменившегося положения опоры, а 
следовательно, повторять всю процедуру метода. 
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В работе [5] параметрические колебания стержня с подвижной 
промежуточной опорой исследованы с помощью системы интеграль-
ных уравнений Фредгольма II рода, которые в нашем случае могут 
быть записаны в виде 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1

2 2 2 2 22
0

1 ˆ, , , , , ,
Ω

u u G u u dτ ζ τ ζ ζ ξ α τ ξ τ ζ ξ∗ ∗+ = − + +∫ �� ��� � � �  

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 12

2 22
2 2 22

0 0

ˆ , , ˆ, , , ,
G

u d G u d
ζ ξ αδ τ ξ ξ δ ζ ξ α τ ζ ξ
ξ

∗∂ ′′+ − −
∂∫ ∫�� ��� �  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 12

2
2 2 22 2 2

0 0

ˆ , ,1 1 ˆ, , , ,
Ω Ω

G
P u d P G u d

ζ ξ ατ τ ξ ξ τ ζ ξ α τ ξ ξ
ξ

∗∂ ′′− − −
∂∫ ∫� �� �  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 12

2
3 2 32 2 2

0 0

ˆ , ,1 1 ˆ, , , , ;
Ω Ω

G
M u d M G u d

ζ ξ ατ τ ξ ξ τ ζ ξ α τ ξ ξ
ξ

∗∂ ′′′′− −
∂∫ ∫� �� �  

(4) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

3 3 3 3 32
0

1 12
2 23

3 2 32
0 0

1 12
3

3 3 32 2 2
0 0
1 2

3
22 2

0

1 ˆ, , , , , ,
Ω

ˆ , , ˆ, , , ,

ˆ , ,1 1 ˆ, , , ,
Ω Ω

ˆ , ,1 '
Ω

u u G u u d

G
u d G u d

G
P u d P G u d

G
M u

β τ ζ τ ζ ζ ξ α τ ξ τ ζ ξ

ζ ξ αβδ τ ξ ξ βδ ζ ξ α τ ζ ξ
ξ

ζ ξ ατ τ ξ ξ τ ζ ξ α τ ξ ξ
ξ

ζ ξ ατ τ
ξ

∗ ∗

∗

∗

+ = − + +

∂ ′′+ − −
∂

∂ ′′− − −
∂

∂
−

∂

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

�� ��� � � �

�� ��� �

� �� �

� � ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

3 22
0

1 ˆ, , , , ,
Ω

d M G u dξ ξ τ ζ ξ α τ ξ ξ∗ ′′′− ∫� �

 

где iu�  — безразмерные прогибы; iu∗�  — функции, удовлетворяющие 
неоднородным граничным условиям на правом торце и в промежу-
точной опоре; δ — параметр, характеризующий отношение величины 
прогибов к длине стержня; β — отношение изгибных жесткостей по-
перечного сечения стержня; Ω — безразмерная частота;  
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Функция Грина [5] имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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где ( )H x x− �  — функция Хевисайда. 
Заменяя интегралы конечными суммами, уравнения (4) можно 

привести к конечномерной системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений: 
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В отличие от формулировки краевой задачи в виде дифференци-
альных уравнений, где граничные условия учитываются при постро-
ении координатных функций, в эквивалентной формулировке в виде 
интегральных уравнений граничные условия уже содержатся в самих 
уравнениях. 

Функции P(t) и M(t) неизвестны и могут быть вычислены, если 
систему (5) дополнить уравнениями образования новых поверхно-
стей с запаздыванием [6—8]: 
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где H�  — расстояние от правого торца инструмента до средней по-
верхности торца детали в начальный момент времени; ν  — частота 
вращения детали; 0s�  — скорость подачи заготовки; 0Λ  — отклоне-
ние поверхности торца заготовки под режущей кромкой в начальный 
момент времени; Λ  — глубина отверстия под режущей кромкой; 
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где 0ck , h∗ , r  — константы аппроксимации экспериментально опре-
деляемой зависимости силы резания от толщины срезаемого слоя; 
e∗  — эксцетриситет расположения равнодействующей сил резания от 
оси сверла; TK  — коэффициент, зависящий от формы режущей 
кромки сверла. Данный закон подходит для описания нестационар-
ных процессов входа и выхода режущих кромок инструмента, по-
скольку оно удовлетворяет условию конечности жесткости процесса 
резания при 0.η →  

Уравнение крутильных колебаний запишем в предположении, 
что демпфирование в системе достаточно велико и инерционным 
слагаемым в уравнении можно пренебречь. Эта гипотеза справедли-
ва, когда в реальной системе не наблюдаются интенсивные крутиль-
ные колебания стебля инструмента. С учетом сказанного выше запи-
шем уравнение крутильных колебаний в безразмерном виде: 

 ( )Ω ,d d M
d d
ϕ ϕς χ τ
τ τ
+ = �   (9) 

где ς  — безразмерный коэффициент демпфирования. 
Поскольку стержень может совершать крутильные колебания, то 

запаздывание ( )T T τ=  зависит от времени, т. е. является перемен-
ным. Для того чтобы исключить переменное запаздывание, перейдем 
от времени t  к абсолютному углу поворота ( ) ( )0 ,t t tψ ω ϕ= +  или в 
безразмерном виде ( ) ( )2 ,ψ τ πν τ ϕ τ= +  тогда уравнение крутильных 
колебаний принимает вид 
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Зависимость ( )τ ψ  определяем согласно уравнению 
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Система дифференциально-алгебраических уравнений (5, 6, 8–10) 
описывает динамику вибрационного сверления с подвижной проме-
жуточной опорой. Система может быть проинтегрирована модифи-
цированным методом Эйлера с итерационным уточнением на каждом 
шаге интегрирования [10]. 

Для того чтобы процесс резания при сверлении был прерыви-
стым, согласно [1] должно выполняться условие  

 0
1 2

s
u ≥ . (12) 
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Очевидно, что при сверлении при подачах, находящихся в диапа-
зоне значений 00,01 0,5s≤ ≤  мм/об, условие (11) будет выполняться 
только при колебаниях стебля сверла со значительными прогибами. 
Этих прогибов можем достичь, если подберем технологические и 
жесткостные параметры системы таким образом, что она окажется в 
зоне параметрического резонанса в системе параметров ( )0, ,v Aω  где 

vω  и 0A  — частота и амплитуда колебаний промежуточной опоры 
соответственно. Для того чтобы на одном обороте заготовки уклады-
валось нецелое число колебаний режущей кромки и сдвиг фаз был 
максимален, необходимо выполнение равенства 

 01,5 ,vω ω=   

где vω  — частота колебаний промежуточной опоры; 0ω  — частота 
вращения заготовки. Для удовлетворения условию нахождения в зоне 
параметрического резонанса можно выбрать длину стебля сверла так, 
чтобы при осевой силе, вычисляемой в случае использования дробно-
рационального закона резания по формуле 

 ( )2
0 0

0 0
0

,
1c

s h r s h
P P k h

s h
∗ ∗

∗
∗

+
= =

+
  

выполнялось равенство 

 12 ,v pω =   

где 1p  — первая собственная частота колебаний стержня. 
Главная зона параметрического резонанса вблизи удвоенной пер-

вой собственной частоты колебаний стебля сверла (рис. 4) получена 
численным исследованием однородной части линейной системы 
дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами (5) 
на плоскости параметров ( )0 ,ΩA  согласно теории Флоке — Ляпуно-
ва [11—13]. Точка на рис. 4 соответствует положению системы в 
начальный момент непрерывного сверления.  

Эволюция толщины срезаемого слоя, полученной при численном 
интегрировании системы уравнений (5, 6, 9—11) изображена на 
рис. 5. Несмотря на то что система первоначально находится в зоне 
параметрического резонанса, наблюдается стабилизация движения 
системы ввиду появления сильного нелинейного воздействия со сто-
роны сил резания, поскольку толщина снимаемого слоя становится 
нелинейной кусочно-непрерывной функцией времени (см. рис. 5), и 
условия параметрического резонанса нарушаются. 
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Рис. 4. Положение системы в области главного параметрического ре-
зонанса 

 
На рис. 5 можно выделить три характерные зоны процесса сверле-

ния: I — зона непрерывного резания; II — переходная зона, в которой 
режим прерывистого резания перемежается с непрерывным образова-
нием стружки; III — зона установившегося прерывистого резания. 

 

Рис. 5. Эволюция толщины срезаемого слоя во времени 
 
На рис. 6 показано изменение во времени поперечного сечения 

стружки в момент, когда процесс сверления переходит в режим пре-
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рывистого резания. Отметим, что на практике для получения дробле-
ной стружки достаточно резкого уменьшения толщины снимаемого 
слоя материла, поскольку долом стружки может происходить за счет 
сил, действующих со стороны СОЖ. 

 

Рис. 6. Изменение поперечного сечения стружки во времени 
 
В данной работе построена математическая модель динамики 

вибрационного сверления с подвижной промежуточной опорой. По-
казана возможность реализации режимов резания с сегментирован-
ной стружкой. Сформулированы условия, при которых эти режимы 
реализуются.  

 
Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ 07-08-00253-а, 

07-08-00592-а и гранта CRDF НО–018. 
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