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Надежность и экономичность насосов, также как любых машин и 
механизмов, определяется рядом факторов, в том числе условиями их 
эксплуатации и способностью адаптироваться к изменяющимся 
условиям работы [1]. К числу факторов, наиболее неблагоприятно 
сказывающихся на надежности насосных агрегатов, относится повы-
шенная вибрация [2]. Основным источником вибраций является ро-
торная часть центробежного насоса. 

Элементы насоса, наиболее существенно влияющие на динамику 
его ротора, показаны на рис. 1. На расчетной схеме (рис. 2) отражено 
поведение элементов, которые приведены на рис. 1. 

 

Рис. 1. Узлы насоса, существенно влияющие на динамику его ротора: 
1 — муфта; 2 — вал; 3 и 9 — подшипники качения; 4 и 8 — корпуса подшипников; 
5 и 7 — кольцо уплотняющее; 6 — рабочее колесо 

 
В модели ротора вал представлен как стержень кусочно-

постоянного поперечного сечения, который разбит на конечные эле-
менты (КЭ), основанные на модели балки Бернулли — Эйлера [3]. 
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Обобщенными перемещениями в узлах КЭ являются перемещения и 
углы поворота, соответствующие неподвижным осям X и Y (см. 
рис. 2). В уравнениях движения вал представлен матрицами жестко-
сти SK  и масс SM .  

Рабочее колесо рассматриваем как абсолютно твердое тело мас-
сой Wm  с главными экваториальным EWJ  и осевым AWJ  моментами 
инерции. В уравнения движения рабочее колесо входит посредством 
гироскопической матрицы WH  и матрицы масс WM . 

Аналогично рабочему колесу рассматриваем муфту как абсолют-
но твердое тело массой Mm  с главными экваториальным EMJ  и осе-
вым AMJ  моментами инерции. Связь муфты с валом электродвигате-
ля смоделирована линейными пружинами с матрицей жесткости MK . 
Исследование жесткостных параметров упругих компенсирующих 
муфт и их влияния на динамику рассматриваемого ротора выполнено 
в работах [4, 5]. Гироскопическая матрица MH  и матрица масс MM  
муфты аналогичны соответствующим матрицам рабочего колеса.  

Корпуса подшипников качения (КПК) в расчетной схеме (см. 
рис. 2) смоделированы линейными пружинами с присоединенными 
массами. В уравнения движения КПК входят посредством матрицы 
жесткости HK  и матрицы масс .HM  Схема получения матриц КПК 
показана на рис. 3. 

 

Рис. 2. Расчетная схема ротора насоса НМ3600–230: 
1 — вал, разбитый на конечные элементы; 2 — рабочее колесо; 3 — нелинейные 
пружины, моделирующие подшипники качения; 4 — упругие элементы, модели-
рующие жесткость корпусов подшипников; 5 — присоединенные массы корпусов 
подшипников; 6 — нелинейные упругие элементы, моделирующие щелевое уплот-
нение; 7 — муфта; 8 — упругие элементы, моделирующие взаимодействие муфты с 
ротором электродвигателя 
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Рис. 3. Схема получения эквивалентного элемента корпуса подшип-
ника: 
1 — твердотельная модель КПК; 2 — КЭ-модель КПК; 3 — вычисление матрицы 
жесткости; 4 — вычисление первой собственной частоты; 5 — вычисление матрицы 
масс; 6 — эквивалентный элемент КПК 

 
В результате реализации данной схемы получаем 
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где ,Hxx Hyyk k  — жесткости КПК в направлениях осей X и Y соответ-
ственно; 1 802 ГцHf =  — первая собственная частота парциальных 
поперечных колебаний КПК. 

Рабочая частота вращения ротора равна 50 Гц, парциальная часто-
та f1H достигает значений нескольких сотен герц. Поэтому для модели-
рования подшипников качения используются их статические характе-
ристики [6]. Ротор рассматриваемого насоса установлен на роликовые 
сферические подшипники C 2220 K и 22220 KЕ, которые препятству-
ют только радиальному перемещению цапф вала, т. е. соответствуют 
шарнирной схеме закрепления. Такие подшипники качения (ПК) дают 
только радиальную реакцию. Статическая характеристика ПК получе-
на методом конечных элементов (МКЭ) с учетом деформации роликов 
и колец в процессе их контактного взаимодействия. Для аппроксима-
ции характеристик рассматриваемых ПК используется уравнение од-
норядного радиального шарикоподшипника [6]: 

 3 2
B B BR C u= , (2) 

где BR  — модуль радиальной реакции в подшипнике; BC  — коэф-
фициент, зависящий от типоразмера подшипника; Bu  — модуль ра-
диального перемещения в подшипнике. 

Коэффициенты BLC  и BRC  для левого и правого подшипников 
соответственно определяют методом наименьших квадратов. Стати-
ческая характеристика ПК 22220 КЕ показана на рис. 4. 
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Рис. 4. Статическая характеристика ПК 22220 КЕ 
 
Щелевые уплотнения (ЩУ) проточной части предназначены для 

уменьшения перетоков жидкости через зазоры между ротором и ста-
тором под действием перепадов давления между смежными полостя-
ми многоступенчатых насосов [2].  

Поскольку рабочее колесо не только совершает поступательное 
движение, но и поворачивается вокруг поперечных осей, перемеще-
ния по длине ЩУ не будут постоянными, как показано на рис. 5. Ос-
новное допущение, принятое в данной работе, заключается в том, что 

 

Рис. 5. Перемещения в щелевых уплотнениях при смещении и пово-
роте рабочего колеса: 
1 — уплотнительное кольцо; 2 — рабочее колесо; 3 — гипотетическое положение 
рабочего колеса 
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перемещения поверхностей колеса в каждом из щелевых уплотнений 
одинаковы по длине и равны перемещению точки, расположенной в 
середине каждого уплотнения. Поверхности колеса, отвечающие 
этому упрощению, на рис. 5 соответствуют позиции 3. 

В эксцентричных кольцевых щелях возникают гидродинамиче-
ские силы, обусловленные осевым перепадом давления и вращением 
ротора. Реакция щелевого уплотнения, рассматриваемого в данной 
работе, может быть представлена в следующем виде (рис. 6): 

 ,u u v vF F= +R e e
G G G

 (3) 

где uF  — проекция реакции на радиальное направление; vF  — про-
екция реакции на тангенциальное направление; ue

G
 — орт радиально-

го направления; ve
G

 — орт тангенциального направления. 

 

Рис. 6. Распределение сил в щелевом уплотнении 
 
Выражения для гидродинамических сил в ЩУ получены на осно-

ве решения уравнения Рейнольдса для давлений, обобщенного на 
случай нестационарного движения линейной вязкой несжимаемой 
жидкости. Поскольку силы инерции движущейся жидкости малы по 
сравнению с силами вязкости вследствие малости зазора, щелевое 
уплотнение в расчетной схеме представлено как безынерционный 
нелинейный упругий элемент. Проекции Fu и Fv с учетом радиальной 
скорости δ�  центра колеса [4, 7] вычисляем по формулам  



 

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2012 39 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2,52 2

1,52

;
, ;

1 2 1 ;

0,5 1 ,

u G G G

v G G

G

G

F a b K
F b L

K

L

δ δ δ
δ ω δ

δ δ δ

ω θ δ

= − −
=

= + −

= − −

�

�

 (4) 

где ,G Ga b  — коэффициенты, зависящие от параметров щелевого 
уплотнения; δ  — радиальное перемещение центра симметрии 
уплотняемой поверхности колеса; 0δ  — номинальный зазор в уплот-

нении ( 0δ δ δ= ); δ�  — радиальная скорость центра симметрии 
уплотняемой поверхности колеса; ω  — скорость собственного вра-
щения ротора; θ�  — скорость изменения угла θ  (см. рис. 6). Работа 
щелевого уплотнения подобна работе короткого подшипника сколь-
жения. Исследование динамики ротора под действием сил, которые 
определяются выражениями, аналогичными (4), изложено, например, 
в работе [1]. 

Коэффициенты ,G Ga b  вычисляем по формулам 
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где 075 GLη δ=  — обратный коэффициент гидравлического сопро-
тивления кольцевого дросселя [8]; GL  — длина ЩУ вдоль образую-
щей; GD  — радиус колеса в месте уплотнения; Δp  — разность меж-
ду давлением в области выхода и входа в колесо; μ  — динамическая 
вязкость жидкости. 

В процессе изготовления деталей насоса и его дальнейшей сбор-
ки неизбежно возникают технологические погрешности. Для расчет-
ной схемы (см. рис. 2) наиболее существенными являются следую-
щие технологические погрешности: 

эксцентриситет центра масс рабочего колеса, влияющий на мо-
дуль и начальную фазу инерционной нагрузки; 

расцентровка цилиндрических поверхностей в щелевых уплотне-
ниях, связанная с неперпендикулярностью плоскости симметрии ра-
бочего колеса к оси вала; 

увеличение статической составляющей гидродинамической силы 
вследствие ухода с оптимального режима работы. 

Неконцентричность цилиндрических поверхностей в ЩУ может 
возникнуть вследствие различных причин. Не вдаваясь в подробно-
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сти появления технологических погрешностей, расцентровку в щеле-
вых уплотнениях можно привести к некоторому начальному смеще-
нию 0

Wr
G

 центра симметрии рабочего колеса по отношению к центру 

вращения и начальному повороту на малые углы 0
xϕ  и 0

yϕ  вокруг по-
перечных осей X и Y соответственно. При этом в исходной конфигу-
рации возникают расцентровки 0

SRe
G

 и 0
SLe
G

 в правом и левом ЩУ соот-
ветственно.  

При наличии технологических погрешностей вычисляем векторы 
полной расцентровки Lδ

G
 и Rδ
G

 в левом и правом ЩУ как сумму рас-
центровок, связанных с перемещением Wr

G
 и поворотом Wφ

G
 рабочего 

колеса, с начальными векторами расцентровок 0
SRe
G

 и 0
SLe
G

, поверну-
тыми в актуальную конфигурацию с помощью тензора поворота 

( )1 tωL k
G

. Векторы имеют вид 

 
( ) ( )
( ) ( )

0 0
1 1 1

0 0
1 1 1

;

,

L W G W W G W

R W G W W G W

L t L

L t L

ω

ω

= − × + ⋅ − ×

= + × + ⋅ + ×

δ r φ k L k r φ k

δ r φ k L k r φ k

G G G GG G G G

G G G GG G G G  (6) 

где k
G

 — орт оси Z; 1GL  — расстояние от центра симметрии колеса до 
середины уплотнения. 

Выражение для тензора поворота ( )1 tωL k
G

 имеет следующий 
вид [9]: 

 ( ) ( )1 cos ( ) 1 cos ( ) sin ( ) .t t t tω ω ω ω= + − + ×L k E kk E k
G GG G

 (7) 

При вычислении реакций ЩУ с учетом технологических погреш-
ностей в формулах (4) следует использовать выражения (6). 

Поскольку щелевых уплотнений два, то их воздействие на колесо 
приводим к суммарной силе GR

G
 и моменту GM

G
, которые вычисляем 

по формулам 

 ( )2

;

,
G GL GR

G G GR GLL

= +

= × −

R R R

M k R R

G G G

G G G G  (8) 

где ,GL GRR R
G G

 — реакция правого и левого уплотнений соответствен-
но; 2GL  — расстояние от центра симметрии колеса до проекции точ-
ки приложения реакции правого уплотнения на ось Z (см. рис. 5). 
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В данной работе исследуем динамику горизонтального ротора 
центробежного насоса при действии на него силы тяжести Wm g

G
, 

инерционной нагрузки iF
G

 и гидродинамической силы со стороны 
перекачиваемой жидкости hF

G
, в качестве которой рассматриваем 

воду. На рис. 7 показано рабочее колесо с действующими на него 
нагрузками. 

 
Рис. 7. Нагрузки, действующие на рабочее колесо 

Для пяти различных центральных угловых расположений рабоче-
го колеса в потоке жидкости выполнены гидравлические расчеты и 
найдены проекции hxF  и hyF  гидродинамической силы hF

G
 на оси X и 

Y [10—12]. Интерполяция зависимости этих проекций от времени 
показана на рис. 8. Поскольку колесо имеет семь лопастей, то период 
гидродинамической силы равен 2 7hT π ω= . 

 
Рис. 8. Интерполяция проекций гидродинамической силы 
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Насос спроектирован на работу в оптимальном режиме, при этом 
статическая составляющая stF

G
 гидродинамической силы hF

G
 имеет 

минимальное значение. При уходе с оптимального режима ее значе-
ние увеличивается. 

Уравнение движения рассматриваемой расчетной схемы имеет 
вид  

 ( ) ( ) ( ), ,t+ + + = +Mx D H x Kx F R x x�� � �  (9) 

где T
1{ ,..., , , , ,..., }k k xk yk ynu u v ϕ ϕ ϕ=x  — вектор узловых перемещений; 

M  — матрица масс модели; K  — матрица жесткости модели; H  — 
матрица гироскопических сил; α=D K  — матрица сил диссипации; 
( )tF  — вектор узловых сил модели; ( ),R x x�  — вектор нелинейных 

реакций подшипников и щелевых уплотнений. Матрицу диссипации 
α=D K  принимаем пропорциональной матрице жесткостей. Коэф-

фициент пропорциональности α  выбираем из условия равенства ло-
гарифмического декремента затухания 0,2 [3]. 

В нормальной форме Коши система (9) имеет следующий вид: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,t t t t t= + 1q Aq A f q q� �  (10) 

где { }T,=q x x�  — вектор фазовых переменных; A  — матрица линей-
ного дифференциального оператора; 1A  — вспомогательная матри-
ца; ( )tf  — вектор правых частей системы. 

Здесь матрица дифференциального оператора 

 
1 1

,q qn n

ζ− −
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O I
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M K M D
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где jI  — единичная матрица размерности j j× ; jO  — нулевая мат-
рица размерности j j× ; qn  — число фазовых переменных; 

вспомогательная матрица  
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q q

q

n n

n
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вектор правых частей 
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0
f =

F R x x�
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где j0  — нулевой вектор размерности j. 
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Общее решение системы (10)  

 ( ) ( ) ( )0 0 0 0; , ; ,t t t t =q = p q q q  (14) 

где 0q  — фазовый вектор в начальный момент времени; 0t  — 
начальный момент времени. 

Поскольку у нагрузки отмечают периодический характер, пред-
полагаем, что система (10) имеет периодическое решение с периодом 
внешнего воздействия. Вектор начальных условий, соответствующий 
периодическому решению, обозначим как 0.q  Для нахождения этого 
решения на одном периоде вектор 0q полагаем неизвестным и накла-
дываем условие, чтобы все фазовые переменные через период при-
нимали начальные значения. Математически это запишем так: 

 ( )0 0 ,T t+ =q q  (15) 

где 2T π ω=  — период внешнего возмущения. В дальнейшем поло-
жим 0 0t = . 

С учетом (14) выражение (15) выглядит следующим образом: 

 ( )0 0; ,0 .T=q p q  (16) 

Для решения уравнения (16) используем метод Ньютона [13]: 
определяем нулевой корень функции 

 ( ) ( )0 0 0; ,0 .T= − =f q p q q 0  (17) 

Параметры рассматриваемой динамической системы, принятые 
при расчетах, приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Физические параметры динамической системы 

Величина Значение Величина Значение Величина Значение 

,ω  рад/с 314 ,Hxk Н/м 829 10⋅  ,GL  м 0,030 

,Wm  кг 90,2 ,Hyk  Н/м 827 10⋅  Δ ,p  Па 2 · 106 

,EWJ  кг · м2 1,18 ,Hxm  кг 114,2 0 ,δ  мм 0,25 

,AWJ  кг · м2 1,93 ,Hym  кг 106,3 1 ,GL  м 0,140 

,Wm  кг 90,2 ,BLC  Н/м3/2 114,4 10⋅  2 ,GL  м 0,135 

,EWJ  кг · м2 1,18 ,BLC  Н/м3/2 116,7 10⋅  ,μ  Па · с 0,00101 

,AWJ  кг · м2 1,93 ,GD  м 0,290   
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Траектория центра вращения рабочего колеса с учетом влияния 
ЩУ и без него показана на рис. 9, на котором видно, что ЩУ значи-
тельно снижает как статический прогиб вала, так и амплитуду попе-
речных колебаний рабочего колеса. 

 
Рис. 9. Траектория рабочего колеса 

В случае исполнения ЩУ без погрешностей, оно также суще-
ственно снижает реакцию в подшипниках, что видно по характери-
стикам на рис. 10. Нагрузка на исследуемые в данной работе ПК 
C 2220 K и 22220 EK оказывается меньше минимально допустимой, 
установленной производителем. 

 

Рис. 10. Реакция в правом подшипнике 
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Для значений погрешностей, приведенных в табл. 2, были найде-
ны периодические решения рассматриваемой системы. 

Таблица 2 

Варианты расчетов при наличии погрешностей 

Номер варианта 
Параметр 

0 ,Wr
G

 мм 0 ,Wφ
G

 рад 0
st stF F
G G

 

0 0 0 1 
1 0,025 1,9е–4 1,2 
2 0,130 1,9е–4 1,2 
3 0,025 16,0е–4 1,2 
4 0,250 1,9е–4 2,5 
5 0,100 12,0е–4 2,5 

 
Траектории центра вращения рабочего колеса (рис. 11) показаны 

для каждого из вариантов, приведенных в табл. 2. На рис. 11 видно, 
что при больших значениях хотя бы одной технологической погреш-
ности рабочего колеса амплитуда колебаний возрастает в десятки раз. 
Однако даже при малых значениях погрешностей (вариант 1) ампли-
туда увеличивается более чем в три раза. Следовательно, при иссле-
довании динамики ротора с учетом ЩУ в модель следует включать 
технологические погрешности. 

 

Рис. 11. Траектория центра вращения рабочего колеса с учетом по-
грешностей 
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Реакция и момент в ЩУ существенно возрастают (рис. 12) при 
наличии технологических погрешностей. Реакция в подшипниках 
(рис. 13) значительно изменяется только при больших значениях по-
грешностей. 

 
а 

 

б 

Рис. 12. Реакция (а) и момент (б) в щелевом уплотнении 
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Рис. 13. Реакции в правом подшипнике при наличии технологических 
погрешностей 

Спектральные представления характеристик решения приведены 
на рис. 14. Для случаев 3 и 5, соответствующих большим начальным 
перекосам рабочего колеса, отмечаются существенные составляющие 
на удвоенной частоте собственного вращения ротора. 

 

Рис. 14. Спектральные представления характеристик решения 
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Для насосных агрегатов типа НМ максимальное значение верти-
кальной составляющей виброскорости HLv  опоры, отмеченной 
стрелкой на рис. 2, составляет 2,8 мм/с по нормам [14]. Среднеквад-
ратические значения (СКЗ) HLv  для различных вариантов расчетов 
(см. табл. 2) приведены ниже:  

Вариант ........................... 0 1 2 3 4 5 
СКЗ ,HLv  мм/с ....... ……. 0,36 0,37 0,25 0,29 0,36 0,41 

Для всех вариантов сочетания погрешностей, приведенных в 
табл. 2, СКЗ HLv  существенно ниже значения 2,8 мм/с, что отвеча-
ет отличному состоянию насосного агрегата. В то же время ампли-
туда колебаний рабочего колеса для вариантов 1—3 и 5 значитель-
но возрастает по отношению к случаю, когда погрешности отсут-
ствуют.  

По результатам исследований можно сделать следующие выводы. 
При значительных величинах технологических погрешностей в 

щелевом уплотнении реакция и момент в нем значительно возраста-
ют, что приведет к вибрациям корпуса насоса. Это может вызвать 
раскрытие стыка и потерю герметичности насоса. 

Из всех параметров рассматриваемой модели на динамику ротора 
сильнее всего влияет начальный перекос рабочего колеса. 

Работа выполнена в рамках проекта «Разработка и производ-
ство отечественных насосных агрегатов нового класса для транс-
порта нефти (импортозамещающие технологии)» при финансовой 
поддержке Министерства образования и науки РФ (Постановление 
Правительства РФ № 218). 
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