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Представлен разработанный авторами статьи энергетический метод расчета 
расщепления частот собственных колебаний кольцевых резонаторов микромеха-
нических гироскопов, который распространен на резонаторы, обладающие про-
странственными дефектами. Расщепление собственных частот существенно 
влияет на точность приборов навигации с кольцевыми резонаторами, поэтому 
требуются эффективные методы исследования их динамики. В предыдущих пуб-
ликациях было показано, что энергетический метод обладает высокими сходимостью 
и точностью, а также простотой при расчете колебаний резонаторов в соб-
ственной плоскости, в связи с чем он и был выбран для исследования динамики 
кольцевых резонаторов с пространственными дефектами. Энергетический метод 
был использован для расчета расщепления собственных частот резонатора, вы-
званного винтовым дефектом. Полученные результаты подтверждены альтер-
нативным подходом, основанном на численном интегрировании дифференциаль-
ных уравнений гибких упругих стержней. 
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Введение. Главное направление исследований в области инерцион-

ной навигации — поиск способов повышения точности измерений [1, 
2]. Один из инерциальных измерительных приборов — микромехани-
ческий гироскоп (ММГ) с кольцевым резонатором. Этот прибор пред-
назначен для измерения угловой скорости в инерциальном простран-
стве [3, 4]. Функционирование ММГ основано на инертности упругих 
волн в тонкостенных оболочках и тонких кольцах. Чувствительным 
элементом ММГ служит кольцевой резонатор (рис. 1, а). 

С помощью системы возбуждения, обычно состоящей из не-
скольких электродов или магнита, в резонаторе возбуждаются меха-
нические колебания на одной из резонансных частот, как правило, на 
первой ненулевой. При повороте резонатора в инерционном про-
странстве возникает прецессия стоячей волны, по движению пучно-
стей которой можно определить угловую скорость, а также поворот 
и угловое ускорение [5]. 

Основная проблема ММГ с кольцевыми резонаторами — быстрое 
возрастание погрешности измерений с течением времени. С точки 
зрения механики существует два качественных показателя ММГ — 
добротность и расщепление частот собственных колебаний (далее — 
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расщепление). В данной работе в качестве критерия оценки качества 
принята величина относительного расщепления: 

max min

0

, 
p p

p
                                         (1) 

где pmax и pmin — две очень близкие частоты собственных колебаний 
в окрестности p0; p0 — частота, на которой работает прибор, т. е. час- 
тота резонатора без дефектов. 

 

Рис. 1. Кольцевой резонатор микромеханического гироскопа: 
а — внешний вид чувствительного элемента [3]; б — поперечное сечение  

резонатора шириной b и высотой h 

 
Расщепление (1) обычно возникает при наличии в симметричных 

системах переменных параметров, оси симметрии которых отличают-
ся от осей симметрии прибора или вовсе не имеют осей симметрии [6]. 
К таким параметрам относятся как физические (модуль упругости, 
плотность, коэффициент Пуассона), так и геометрические (радиус 
срединной линии, высота и ширина сечения и т. д.). Существует 
множество работ, посвященных описанию динамики неидеальных 
резонаторов в плоской и пространственной постановках. Однако 
нельзя утверждать, что задача описания динамики кольцевых резона-
торов ММГ решена полностью, так как еще не предложено эффек-
тивного метода решения задачи динамики кольцевых резонаторов 
ММГ в пространственной постановке с возможностью учета взаим-
ного влияния различных дефектов [7].  

Большинство известных методов позволяют рассматривать толь-
ко один дефект и, как правило, только одну гармонику разложения 
в тригонометрический ряд функции, описывающий этот дефект [8, 9]. 
Если требуется рассмотреть ансамбль гармоник дефекта или не-
скольких дефектов, то решение такой задачи становится крайне 
сложным или даже невозможным. Причем зачастую предполагается, 
что дефекты и гармоники дефектов не оказывают взаимного влияния 
на итоговое расщепление, в связи с чем предполагается возможность 
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вычисления истинного расщепления как алгебраической суммы рас-
щеплений от различных гармоник разных дефектов. Однако в рабо-
те [10] впервые показано, что при одновременном рассмотрении 2-й 
и 6-й гармоник дефекта плотности возникает существенный рост 
расщепления. Кроме того, в [11] представлено, что разность фаз 
между гармониками также может существенно влиять на расщепле-
ние, а значит, математические модели, не позволяющие рассматри-
вать ансамбль гармоник дефектов, нельзя использовать в качестве 
адекватных моделей динамики неидеальных кольцевых резонаторов. 

В настоящее время существуют лишь два метода, позволяющих 
описывать динамику неидеальных кольцевых резонаторов в про-
странственной постановке с ансамблем гармоник различных дефек-
тов — метод конечных элементов (МКЭ) [10] и недавно разработан-
ный энергетический метод [11]. Дополненный методом возмуще-
ний [12], МКЭ хорошо представлен в научной литературе. Однако 
для решения поставленной задачи он не подходит, так как имеет недо-
статки: линейное приближение метода возмущений, необходимость 
значительных вычислительных мощностей и относительно невысокую 
точность [10]. Энергетический метод (ЭМ) лишен таких недостатков, 
но пока еще он представлен только в плоской постановке [11].  

Кроме того, представляет интерес подход, основанный на модели 
гибких упругих стержней (МГУС) в совокупности с итерационным 
методом последовательных приближений [7], с помощью которого 
впервые был исследован винтовой дефект кольцевого резонатора 
(рис. 2). Однако полученные результаты [7] продемонстрировали его 
существенные недостатки, аналогичные тем, что у МКЭ, хотя, вероят-
но, на основе МГУС можно рассматривать и ансамбль гармоник де-
фектов. Во всяком случае, с помощью МГУС можно контролировать 
результаты, полученные другими методами. 

 

Рис. 2. Кольцевой резонатор с винтовым дефектом формы  
(пропорции нарушены для наглядности) 
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Цель данной статьи — разработка адекватной математической 
модели неидеального резонатора ММГ путем распространения ЭМ 
на пространственные дефекты и пространственные колебания. Кроме 
того, ставится задача изучения взаимного влияния гармоник винтово-
го дефекта, а также разности их фаз на расщепление. Для верифика-
ции пространственного варианта ЭМ был использован итерационный 
метод, основанный на МГУС. 

Энергетический метод в пространственной постановке. В ка-
честве основного метода исследования динамики неидеальных коль-
цевых резонаторов был выбран ЭМ [13]. Поскольку ранее он был 
разработан только для колебаний резонатора в своей плоскости, 
а винтовой дефект является пространственным, необходимо вывести 
основные уравнения ЭМ в пространственной постановке. Следует 
заметить, что кинематические соотношения, а также формулы для 
тензора податливости сечения и тензора инерции вращения являются 
общими для ЭМ и итерационного метода, основанного на МГУС [14], 
что вполне объяснимо и естественно. Однако частоты в ЭМ и итера-
ционном методе вычисляются совершенно разными способами. 

Направления ортов кольца (рис. 3) выбраны такими же, как в ра-
боте [7].  

 

Рис. 3. Направление ортов в плоскости  
кольцевого резонатора 

 
При выводе уравнений используется классическая комбинация тен-

зорной и матричной алгебры [15]. Тензоры и векторы выделяются по-
лужирным шрифтом. Переход от тензоров к матрицам 33 выполняется 
в неподвижной декартовой системе координат Oxyz (см. рис. 2) и обо-
значается квадратными скобками […]. Аналогичный переход от векто-
ров (направленных отрезков) к матрицам-столбцам 31 выполняется 



Применение энергетического метода для вычисления расщепления частот… 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 2·2026                                             5 

в той же системе координат Oxyz и обозначается фигурными скоб-
ками {…}.  

Зададим вектор перемещений: 

 
1

2

3

.

 
   
 
 

u

u

u

u                                               (2) 

Условие нерастяжимости кольца связывает две компоненты век-
тора перемещений (2) следующим образом [16]: 

1
2 .




u

u                                                (3) 

Зададим вектор поворотов: 

 
1

2

3

.

 
   
  

                                            (4) 

Вектор перемещений (2) связан с вектором поворотов (4) следую-
щим соотношением [17]: 

1 1 1
1

.


   
R

ue e                                      (5) 

Вектор приращения кривизны определен таким образом: 

.



R

æ 
                                              (6) 

Зададим матрицу единичного тензора, не зависящую от выбора 
базиса: 

 
1 0 0

0 1 0 .

0 0 1

 
   
 
 

E                                          (7) 

Введем единичные орты срединной линии кольца (см. рис. 3): 
орт касательной 

   т1 sinφ, cosφ,0 ; e                                 (8) 

нормаль к срединной плоскости кольца 

   т3 0,0,1 ;e                                          (9) 
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орт внутренней нормали к окружности 

2 3 1. e e e                                              (10) 

Для вывода формулы тензора поворота необходимо задать косо-
симметричный тензор [15] от сопутствующего вектора 1:e  

 1

0 0 cosφ

;   0 0 sinφ .

cosφ sinφ 0

 
     
   

S E e S                  (11) 

Геометрические характеристики прямоугольного сечения резона-
тора определяются стандартным образом (см. рис. 1, б): 

3 3
3

2 3 к 2 3;      ;   ,
12 12

      p
bh hb

J J J bh J J J                (12) 

где J2 — момент инерции сечения относительно оси 2; J3 — момент 
инерции сечения относительно оси 3; Jк — геометрическая жесткость 
на кручение; Jp — полярный момент инерции сечения;  — таблич-
ный коэффициент, зависящий от отношения b/h (h < b) [18]. 

Введем тензор поворота вокруг касательной к оси кольца [7, 15]: 

1 1cos (1 cos ) sin ,      L E e e S                       (13) 

где  — знак диадного (тензорного) умножения.  
Тензор инерции вращения сечения идеального резонатора вычис-

лялся следующим образом [15]: 

0 p 1 1 2 2 2 3 3 3( )      J J JJ e e e e e e                      (14) 

(здесь и далее, как и во многих работах, идеальным именуется резо-
натор без дефектов). 

В качестве дефекта резонатора рассматривалось начальное угло-
вое отклонение сечения от проектного положения, в котором кольцо 
является идеальным телом вращения: 

n cos( ),   n                                          (15) 

где n — амплитуда дефекта (начальный поворот сечения вокруг оси 
кольца); n — целое числа;  — полярный угол. 

Тензор инерции вращения сечения кольца с дефектами (15) полу-
чался поворотом (14) вокруг касательной к окружности кольца: 

т
0 .  J L J L                                            (16) 

Тензор податливости сечения идеального кольца соответствует 
матрице податливости сечения из [14, 19]: 
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1
0 1 1 2 2 3 3

к 2 3

1 1 1
,      

GJ EJ EJ
A e e e e e e                  (17) 

где G — модуль упругости второго рода; E — модуль упругости пер-
вого рода. 

Тензор податливости сечения кольца с дефектом вычислялся по-
воротом тензора (17) вокруг касательной к окружности кольца: 

1 1 т
0 .   A L A L                                       (18) 

Далее представлен непосредственно энергетический метод. По-
скольку уравнение (3) связывает две компоненты перемещения, а для 
вычисления вектора поворотов по (5) требуется дополнительно толь-
ко одна компонента вектора поворотов, необходимо в соответствии 
с энергетическим методом разложить в тригонометрический ряд всего 
три функции: 

( ) ( )
1 1 1

0 1

( ) ( )
3 3 3

0 1

( ) ( )
1 1 1

0 1

cos sin cos ;

cos sin cos ;

cos sin cos ,

 

 

 

 
   
 
 

   
 
 

      
 

 

 

 

n n
c s
k k

k k

n n
c s
k k

k k

n n
c s
k k

k k

u u k u k pt

u u k u k pt

k k pt

                    (19) 

где p — круговая частота собственных колебаний. 
Потенциальная энергия U упругих деформаций: 

2

0

1
.

2



  U R dæ A æ                                      (20) 

Кинетическая энергия T определяется так: 

 
2

0

,
2


      T R S du u J                              (21) 

где  — характеристическое число,  = p2; ρ — плотность материала 
резонатора; S — площадь поперечного сечения резонатора. 

Коэффициенты разложения (19) образуют вектор состояния ме-
ханической системы, состоящий из (6n + 3) элементов: 

 т( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
10 11 11 12 12 1 1, , , , ,  , , .  c c s c s c s

n nu u u u uY                 (22) 

Подстановка разложений (19) в формулы (20) и (21) с учетом пред-
ставления параметров E(), S(), J(), (), () тригонометрическими 
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суммами вида (19) и вычисления определенных интегралов по  пре-
вращает амплитудные значения энергий в квадратичные формы: 

 

 

т

т

1
;

2
1

,
2

 







T

U

Y M Y

Y K Y
                                      (23) 

где [M] — матрица масс; [K] — матрица жесткости; тильдой помече-
ны амплитудные значения энергий. 

Элементы матриц [M] и [K] вычислялись путем символьного 
дифференцирования после взятия интегралов (20) и (21) по : 

2 21
;       .

 
 
    

 
ij ij

i j i j

T U
M K

Y Y Y Y
                       (24) 

Характеристическое число  введено в выражения (21) для пере-
хода к стандартным обозначениям и методикам линейной алгебры. 
Следует отметить, что вычисление определенных интегралов по , 
необходимое при переходе от формул (20) и (21) к формулам (23), 
может выполняться как в аналитическом, так и в численном виде. 
Таким образом, выражения для матриц [M] и [K] могут быть получе-
ны в символьном виде, поэтому некоторые последующие результаты 
можно представить как в численном, так и символьном виде.  

Условие стационарности функционала действия на основе прин-
ципа Гамильтона [20] будет записано таким образом: 

  0.   T U                                          (25) 

Выражение (25) с учетом выражений (23) приводит к классиче-
ской задаче на собственные значения: 

    0. K Y M Y                                   (26) 

Собственные значения  для однородной системы (26) опреде-
ляются характеристическим уравнением 

    0. K M                                     (27) 

Таким образом, ЭМ позволил свести определение частот соб-
ственных колебаний и, как следствие, расчет расщепления к решению 
характеристического уравнения (27), которое решалось стандартными 
методами линейной алгебры. Программный код для построения и ре-
шения уравнения (27) был реализован с применением стандартных 
функций символьного интегрирования, символьного дифференциро-
вания и решения задачи на собственные значения в пакете Wolfram 
Mathematica [21]. 
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Верификация ЭМ на примере резонатора с винтовым дефек-
том. Рассмотрим реальный кольцевой резонатор ММГ из диссерта-
ции [22] со следующими параметрами: 

Радиус срединной окружности кольца R, м …………..….. 2,94 · 10–3 
Ширина сечения b, м ……………………………………..... 120 · 10–6 

Высота сечения h, м …………………………………..……. 100 · 10–6 
Плотность ρ, кг/м3 ………………………………………...... 2330 
Модуль упругости E, ГПа ………………………………..... 109 
Коэффициент Пуассона μ …………………………..……... 0,266 

Коэффициент  в формуле 3βkJ bh [18] ...……………... 0,166 

 
Верификация ЭМ и разработанного программного кода выполня-

лась по численному решению, полученному на основе итерационного 
метода [7], основанного на МГУС. При верификации рассматривался 
тот же случай второй гармоники винтового дефекта, что и в работе [7]. 
Результаты расчетов приведены в таблице. Из анализа этих данных 
следует, что ЭМ дает результаты, аналогичные полученным с помо-
щью МГУС, но с расхождением на уровне погрешности численных 
методов. 

Верификация ЭМ для случая θ = θ2cos(2) 

θ2, рад 
Относительное расщепление max min

0

p p

p
 

ЭМ МГУС [7] 

0,01 0,0000076383 0,0000076413 

0,02 0,0000305522 0,0000305521 

0,03 0,0000687389 0,0000687381 

0,04 0,0001221938 0,0001221906 

0,05 0,0001909101 0,0001909072 

0,06 0,0002748794 0,0002748768 

 
Проведено также исследование сходимости решения, выполнен-

ного ЭМ. В выражениях (19) число n является варьируемым парамет-
ром, который фактически определяет сложность и точность вычисле-
ний, поскольку матрица масс и матрица жесткости имеют 
размерность 6n + 3. В связи с этим представляется целесообразным 
проанализировать сходимость решения, которая была исследована на 
примере учета только 2-й гармоники винтового дефекта θ2 = 0,01 рад. 
Результаты расчетов для n, взятого в диапазоне от 1 до 11, приведены 
на рис. 4. Представленная на рисунке кривая свидетельствует о том, 
что метод обладает очень быстрой сходимостью. При n = 1 метод 
не дал решения, что логично, поскольку в таком случае разложение 
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функций в ряды (19) не имеет четных гармоник, а первая ненулевая 
собственная форма колебаний является четной функцией. При n > 2 
решение практически не меняется с увеличением числа n, а значит 
целесообразно принять n = 3. Следует отметить, что данное утвержде-
ние справедливо при обособленном рассмотрении 2-й гармоники 
винтового дефекта, а при рассмотрении ансамбля гармоник одного 
или разных дефектов следует проверять сходимость решения в каж-
дом конкретном случае. 

 

Рис. 4. Анализ сходимости ЭМ для 2-й гармоники винтового дефекта 
 
Исследование взаимного влияния гармоник винтового дефекта. 

Энергетический метод позволяет несложно переходить к комбинации 
гармоник одного дефекта и даже дефектов разного происхождения, 
например геометрического дефекта и дефекта плотности. Теперь будет 
рассмотрен случай одновременного учета нескольких гармоник винто-
вого дефекта. Как уже было отмечено, различные авторы зачастую 
предполагают, что гармоники дефектов не оказывают взаимного влия-
ния и что можно рассматривать дефекты независимо, а расщепление 
получать как алгебраическую сумму отдельных решений. Однако в ра-
боте [10] было показано, что 2-я и 6-я гармоники дефекта плотности 
имеют нелинейную корреляцию.  

Авторы работы [13] выяснили, что между 2-й и 4-й гармониками 
дефекта радиуса наблюдается линейная зависимость, и это свидетель-
ствует о необходимости проверять возможность взаимного влияния 
в каждом конкретном случае. Из работы [7] следует, что при обособ-
ленном рассмотрении по отдельности каждой гармоники только  
2-я гармоника винтового дефекта вызывает расщепление, причем 
сравнительно слабое. Но, как оказалось, комбинация двух гармоник 
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винтового дефекта приводит к существенному увеличению расщепле-
ния. Рассматривалась следующая комбинация гармоник: 

cos( ) cos( ).      n mn m                           (28) 

В результате исследования было выявлено, что хотя 6-я гармони-
ка винтового дефекта при обособленном рассмотрении не вызывает 
расщепления, комбинация 2-й и 6-й гармоник (n = 2, m = 6) приводит 
к его существенному росту. График зависимости относительного 
расщепления для описанного случая при допущении θ2 = θ6 приведен 
на рис. 5. Все иные комбинации n и m не выявили какой-либо значи-
мой корреляции. 

 

Рис. 5. Усиление расщепления, вызванное  
дополнительной гармоникой винтового дефекта 

 

Рис. 6. Влияние фазового угла 0 на расщепление 
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Кроме того, рассматривалось влияние на расщепление разности 
фаз между гармониками дефектов, поскольку оно обсуждалось в ра-
боте [11]. Был выбран случай винтового дефекта θ2 = θ6 = 0,01 рад, 
заданного вдоль окружности следующим образом: 

2 6 0cos(2 ) cos(6 ),                                 (29) 

где φ0 — фазовый угол.  
Рассчитанная ЭМ зависимость расщепления от разности фаз по-

казана на рис. 6, на котором хорошо видно, что разность фаз дей-
ствительно оказывает существенное влияние на расщепление. 

Заключение. Энергетический метод, разработанный ранее для 
решения плоских задач динамики неидеальных кольцевых резонато-
ров ММГ, распространен на трехмерные задачи с пространственны-
ми дефектами резонаторов. Усовершенствованный энергетический 
метод успешно верифицирован сопоставлением с более громоздким 
и сложным итерационным методом, основанном на интегрировании 
дифференциальных уравнений гибких упругих стержней. Значитель-
но расширено исследование пространственного винтового дефекта 
резонатора и его влияния на расщепление. Показано, что 2-я и 6-я гар-
моники винтового дефекта обладают взаимной корреляцией, приво-
дящей к существенному росту расщепления. Кроме того, установле-
но значительное влияние на расщепление разности фаз между 2-й 
и 6-й гармониками винтового дефекта. Выполненное исследование 
показало, что при построении математических моделей неидеальных 
резонаторов необходимо учитывать взаимное влияние дефектов раз-
ного вида, различных гармоник дефекта одного вида, а также разницы 
фаз между гармониками дефектов одинаковой или разной природы. 
Обнаруженные эффекты оказывают существенное влияние на рас-
щепление, а значит, их следует учитывать при моделировании ММГ 
и их балансировке. 
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Application of the Energy Method for Calculating  
the Ring Resonators Natural Oscillations Frequency  

Splitting With Spatial Defects 
© R.M. Kiselev, F.D. Sorokin 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russian Federation 
 
The energy-based method developed by the authors calculating the ring resonators natu-
ral oscillations frequency splitting in micromechanical gyroscopes is extended to resona-
tors with spatial defects. Since splitting of natural frequencies has a significant impact on 
the accuracy of navigation instruments with ring resonators, effective methods are re-
quired to study the dynamics of such resonators. In previous publications the authors 
demonstrated that the energy method exhibits high convergence, accuracy, and simplicity 
in calculating the vibrations of resonators in their own plane, therefore, this method was 
chosen to study the dynamics of ring resonators with spatial defects. The energy method 
was applied to calculate the resonator natural frequencies splitting caused by a screw de-
fect. The calculation results were confirmed using an alternative approach based on nu-
merical integration of the differential equations of flexible elastic rods. 
 
Keywords: micromechanical gyroscope, ring resonator, natural oscillation frequency 
splitting, energy method, Fourier method 
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