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При проектировании автоматизированной системы управления применением лета-
тельных аппаратов возникает необходимость исследовать случайные процессы от-
казов и восстановлений агрегатов (элементов), составляющих основу технического 
обеспечения системы. Агрегатами могут являться автоматизированные рабочие 
места (АРМ) автоматизированной системы подготовки данных (АСПД), на каждом 
из которых решаются задачи по подготовке данных на применение летательных ап-
паратов. Такие исследования, например, проводятся с целью оценить вероятностно-
временные характеристики АРМ или определить значения последних исходя из тре-
бований к показателям системы подготовки данных более общего характера. Чаще 
всего случайные процессы отказов и восстановлений технических средств можно 
отнести к марковским, для которых динамика перехода системы в различные состо-
яния математически описывается системой дифференциальных уравнений (СДУ) 
Колмогорова. Решение упомянутой системы уравнений при конкретных значениях 
интенсивностей отказов и восстановлений технических средств и при ее небольшой 
размерности не составляет труда. Практический и теоретический интерес пред-
ставляет решение СДУ Колмогорова произвольного порядка, когда количество АРМ 
АСПД заранее неизвестно и является предметом исследования. Представлено реше-
ние СДУ Колмогорова произвольного порядка при определенных допущениях, которые 
способствовали существенному упрощению СДУ. Приведенные результаты могут 
быть полезны при решении исследовательских задач, при проектировании организа-
ционно-технических систем, а также при подготовке тактико-технических заданий 
на разработку автоматизированных систем. 
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дифференциальных уравнений Колмогорова, характеристическое уравнение, от-
каз, восстановление технических средств  

 
Введение. Надежность — одно из самых важных свойств совре-

менных автоматизированных систем (АС). От него зависят такие 
свойства АС, как качество и эффективность функционирования, без-
опасность эксплуатации, устойчивость при условии воздействия ряда 
факторов и т. д. [1–4]. Автоматизированная система подготовки дан-
ных (АСПД) на применение летательных аппаратов (ЛА) может быть 
эффективной только при условии ее высокой надежности. 

Оценивать надежность АСПД можно с использованием таких по-
казателей, как вероятность безотказной работы АС в течение некото-
рого промежутка времени, коэффициент готовности (для АС с вос-
становлением), среднее время наработки АС на отказ и т. д. [5].  
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Оценка показателей надежности АС чаще всего осуществляется 
на следующих этапах:  

 при проектировании системы для определения параметров 
составляющих ее технических элементов, которые необходимы 
для удовлетворения предъявляемых к АС требований;  

 ее разработки с целью оценки соответствия расчетных значений 
показателей надежности АС реальным;  

 ее эксплуатации для выполнения анализа динамики старения 
системы [6–8].  

Для исследования и оценки показателей надежности АС зачастую 
используют динамические модели отказов и восстановлений техни-
ческих средств, основанные на случайных процессах (СП) Маркова  
с дискретными состояниями, которые описываются системой диффе-
ренциальных уравнений (СДУ) Колмогорова [9, 10]. Случайные про-
цессы отказов и восстановлений автоматизированных рабочих мест 
(АРМ) для АС, включающих малое количество АРМ, описываются 
СДУ Колмогорова небольшого порядка, поэтому решать такие систе-
мы нетрудно. Теоретический и практический интерес вызывает реше-
ние задач, в которых требуется решение СДУ произвольного порядка n, 
например, когда величина n является предметом исследования.  

Хочется надеяться, что читателей не смутит «возраст» примерно 
половины источников литературы, потому что они содержат резуль-
таты фундаментальных исследований, которые остаются актуальны-
ми в настоящее время и будут такими в перспективе. 

Цель настоящей работы — получение аналитических выражений 
вероятностей состояний автоматизированной системы подготовки 
данных для системы с заранее неизвестным количеством автомати-
зированных рабочих мест, которые можно использовать для априор-
ной оценки ряда характеристик АСПД. 

Постановка задачи. Пусть АСПД на применения ЛА состоит 
из n АРМ, объединенных в вычислительную сеть (ВчС). Каждый из 
АРМ может находиться в работоспособном состоянии или в состоя-
нии отказа (восстановления после отказа). Тогда все множество со-
стояний сетевой системы можно описать с помощью графа состоя-
ний G, представленного на рис. 1.  

Вершинами графа являются состояния системы iS , а дуги графа со-

ответствуют переходу системы из одного состояния в другое состояние. 
Веса этих дуг равны интенсивностям (вероятностям) перехода из одно-
го состояния в другое, т. е. ik  — интенсивность перехода из состояния 

iS  в состояние .kS  В зависимости от числа неработоспособных АРМ 

граф состояний удобно разбить на взаимосвязанные уровни. Каждое со-
стояние характеризуется количеством АРМ, находящихся в работоспо-
собном состоянии к некоторому моменту времени t, и количеством 
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АРМ, находящихся в состоянии восстановления после отказа, т. е. 
можно выделить следующие состояния:  

1S  — все n АРМ системы находятся в работоспособном состоянии; 

2S  — только 1-е АРМ находится в состоянии восстановления;  

3S  — только 2-е АРМ находится в состоянии восстановления;  

……………………………………………………………..……….. 

1 0n nC C
S  — только n-е АРМ находится в состоянии восстановления;  

1 0 1 n nC C
S  — только 1-е и 2-е АРМ находятся в состоянии восста-

новления;  
………………………………………………..…………………….. 

2nS  — все n АРМ находятся в состоянии восстановления.  

 

Рис. 1. Граф состояний G  АСПД на применение ЛА с сетевой структурой 

Граф G разбит на уровни ( 0, ). i i n  Каждый уровень содержит 

множество состояний с одинаковым количеством АРМ, находящихся 
в работоспособном состоянии и в состоянии восстановления. Тогда 
любое состояние системы принадлежит некоторому уровню: 
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, ( , ), k mS k a b                                      (1) 
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Количество неработоспособных АРМ на m-м уровне будет равно 
m, а количество работоспособных АРМ — ( ).n m  В этом случае ко-

личество состояний на m-м уровне составит .m
nC  

Общее число возможных состояний системы определяется выра-
жением  

0
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


n

i n
n
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C                                             (2) 

где i
nC  — число сочетаний из n по i; n — общее число АРМ в АСПД; 

i — число АРМ, находящихся в текущий момент времени t в состоя-
нии восстановления после отказа.  

Представленный выше марковский процесс для системы, состо-
ящей из n АРМ (см. рис. 1), описывается следующей СДУ Колмого-
рова [9, 11]:  

2
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 
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 


n

n

n
k k ki jk j

i j
i k j k
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i

P t P t P t k

P P P P P t

           (3) 

где   — множество состояний, в которые (из которых) система мо-

жет перейти из (в) состояния (состояние) .kS  

Если состояние ,k mS  то переходы в состояние kS  возможны 

только из состояний 1i mS  (из смежного верхнего уровня) 

и 1j mS  (из смежного нижнего уровня).  

Рассмотрим случай, когда АРМ ВчС АСПД на применение ЛА 
оснащены идентичными техническими средствами (ТС), тогда интен-
сивности отказов и восстановлений АРМ будут одинаковыми, т. е. 

и ,ij ji                                              (4) 

где и   — значения интенсивностей отказов и восстановлений со-
ответственно.  

В этом случае граф G состояний АСПД примет вид, представлен-
ный на рис. 2. 
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Рис. 2. Граф состояний G для случая, когда интенсивности отказов  

(восстановлений) всех АРМ равны 
 

Условие идентичности ТС, которыми оснащены АРМ АСПД, 
приводит к изменению вида СДУ Колмогорова, т. е. систему (3) пе-
репишем в виде 
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     (5) 

где n — количество АРМ, составляющих систему; k — номер состоя-
ния; l — номер уровня ,  ;k lS    — множество состояний, в кото-

рые (из которых) система может перейти из состояния .kS  
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С учетом изложенного выше необходимо определить вероятно-
сти состояний АСПД на применение ЛА для каждого уровня графа 
состояний. 

Решение задачи. Покажем, что при выполнении условия (4) ве-
роятности состояний, принадлежащих одному уровню ,  графы со-

стояний будут равны между собой. Рассмотрим частный случай не-
прерывного марковского процесса с дискретными состояниями, 
который описывается системой уравнений (5).  

Согласно предположению, переходы системы из состояния в со-
стояние осуществляются мгновенно в некоторые фиксированные мо-
менты времени, начиная с момента времени 0 0.t  При этом система 

находится в состоянии 0S , в котором все АРМ остаются в работоспо-

собном состоянии и выполняется условие:  

0 1 2 2
(0) 1, (0) (0) ... (0) 0.    nP P P P  

В соответствии с принятым в работе [9], весами дуг направленно-
го графа G будут переходные вероятности состояний цепи Маркова.  

Поскольку для непрерывного марковского процесса справедливо 
условие (4), для переходных вероятностей дискретной цепи Маркова 
получим:  

( 1, 2 ; 1, 2 ; )   n n
ijp p i j i j  и ( 1, 2 ; 1, 2 ; ),   n n

ijq q i j i j  (6) 

где ,ij ijp q  — вероятности перехода системы из состояния iS  в со-

стояние .jS  

Согласно работе [9], для цепи Маркова вероятности состояний 

( 1, 2 ) n
kS k  будут выражаться вектором состояний ,P  имеющим 

вид  

0 пер ,


  P P P                                           (7) 

где 1 2 2
0 0 0 0( ... )

n
P P P P  — вектор начального состояния системы; 

0 ( 1, 2 )i nP i  — вероятность нахождения системы в состоянии iS   

в начальный момент времени 0t  
2

0( (1, 0, 0, ..., 0));
n

P  пер|| ||P  — 

матрица переходных вероятностей;  — степень, в которую возво-
дится матрица пер|| || .P  
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В общем случае  — это количество дискретных моментов вре-
мени, в которые осуществляется переход системы из состояния в со-
стояние. В развернутом виде выражение (7) будет иметь вид 


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

12

1

0 ... 0............0

0...0 ... 0...0(100...0) 2 , 1, .
............................
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p p
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q q
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                 (8) 

В некоторый момент времени система может перейти из состоя-
ния kS  в состояние 1iS  или в состояние 1,jS  поэтому 

переход системы из состояния 1 0S  в состояние 
2
n nS  может 

осуществиться за  моментов времени в соответствии с количеством 
уровней   графа G, лежащих ниже уровня 0.  Перемножив строку со-

стояний и матрицу переходных вероятностей в (8), получим вектор .P  

Для каждого 1,  n  будем иметь вектора 1 2 2( , ,..., ),   
n

P P P P  для 

которых справедливо следующее соотношение:  
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где ( 2, 2 1) n
kP k  — вероятность пребывания системы в k-м состоя-

нии; ( 1, 1)  i i n  — уровни графа G.  

Таким образом, вероятности пребывания системы в состояниях, 
принадлежащих одному уровню , равны.  

Приведенные выше рассуждения легко проверить на практике, 
например, для трех АРМ. Для такой системы количество состояний 
составит 23 = 8, матрица переходных вероятностей будет иметь вид  
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а соответствующий начальному моменту времени 0t  вектор началь-

ного состояния будет выглядеть так:  0 1 0 0 0 0 0 0 0 .P  

В момент времени 1t  система перейдет в состояние, принадле-

жащее уровню 1.  Тогда вероятности нахождения системы в различ-

ных состояниях будут вычисляться с помощью выражения 1 P  

0 пер. P P  Запишем выражение для вычисления вектора 1P  в развер-

нутом виде: 

 

 

1 0 пер

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 .

 
 
 
 
 
     
 
 
 
  
 



p p p

q p p p p

q p p

q p p
P P P

q q p

q q p

q q p

q q q

p p p

 

По аналогии с изложенным выше находятся вектора состояний 
системы 2 1 3 2 4 3пер пер пер, ,     P P P P P P P P P  для моментов вре-

мени 2 3 4, ,t t t  соответственно. Хорошо видно, что результатом ука-
занных произведений будут следующие вектора:  

 
 
 

2 2 2
2

2 2 2 3
3

2 2 3 3 3
4

3 0 0 0 2 2 2 0 ;

0 7 7 7 0 0 0 6 ;

21 0 0 0 20 20 20 0 .







P pq p p p

P p q p q p q p

P p q p q p q p q

 

Для наглядности сведем результаты вычислений в таблицу.  
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Значения вероятностей состояний АСПД БПР, содержащей три АРМ  
для последовательных фиксированных моментов времени 

Уровень графа 

0  1  2  3  

Состояние системы 

Вероятности 1S  2S  3S  4S  5S  6S  7S  8S  

0P  1 0 0 0 0 0 0 0 

1P  0 p  p  p  0 0 0 0 

2P  3 pq  0 0 0 22 p  22 p  22 p  0 

3P  0 27 p q  27 p q 27 p q 0 0 0 36 p  

4P  
2 221p q  0 0 0 320 p q  320 p q 320 p q  0 

 
Анализ данных таблицы показывает, что вероятности нахожде-

ния системы в состояниях, принадлежащих одному уровню графа со-
стояний G, равны. Последнее обстоятельство будет иметь место для 
любых значений времени перехода системы в различные состояния,  
в том числе и в случае непрерывности времени перехода. Следова-
тельно, можно сделать вывод, что вероятности состояний, принадле-
жащих одному уровню ,  для непрерывного марковского процесса 
будут равны. Воспользуемся этим обстоятельством при решении си-
стемы дифференциальных уравнений (5).  

Исходя из изложенного, путем сложения и упрощения уравнений 
для каждого уровня ( 1, 1)i i n    можно сократить размерность 

системы (5) с порядка 2n  до порядка  1 ,n  перейдя к вероятностям 

нахождения системы в состояниях уровня ( 0, ). i i n  Обозначим 

указанные вероятности через ( )iR t  для каждого ( 0, ), i i n  и тогда 

СДУ Колмогорова (5) можно записать в следующем виде: 

1 1

0 1 2
0

( ) (( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0, 0, ;

(0) 1; (0) (0) ... (0) 0; ( ) 1,

 



             



     




k k k k

n

n i
i

R t n k k R t k R t n k R t k n

R R R R R t
 (10) 

где 1( ) 0 kR t  при k = 0.  

Решение СДУ (10) проводилось по классической схеме путем 
сведения системы к одному уравнению, определению характеристи-
ческого уравнения, его корней и далее общего и частного решений. 
Для СДУ произвольного порядка это представляется затруднитель-
ным, поэтому решение выполнялось по этапам. 
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Система дифференциальных уравнений Колмогорова (10) 2-го,  
3-го, 4-го, 5-го и 6-го порядков была решена аналитически. Были по-
лучены характеристические уравнения 1-й, 2-й, 3-й, 4-й и 5-й степе-
ней соответственно, которые представлены ниже:  

2 2

3 2 2 3

4 3 2 2 3 4

5 4 2 3 3 2 4 5

( ) 0;

3( ) 2( ) 0;

6( ) 11( ) 6( ) 0;

10( ) 35( ) 50( ) 24( ) 0;

15( ) 85( ) 225( ) 274( ) 120( ) 0.

   

      

         

            

               

x

x x

x x x

x x x x

x x x x x

 

В коэффициентах уравнений просматривается явная закономер-
ность, позволившая предположить, что общий вид характеристиче-
ского уравнения степени n будет иметь вид  

1 2 2
,1 ,2 ,3 , 1( ) ( ) ... ( ) 0, 

          n n n n
n n n n na x a x a x a  

где , ( 1, 1) n ka k n  — целочисленный коэффициент при k-м слагае-

мом характеристического уравнения степени n; 1 1( )     k n kx  —  

k-е слагаемое характеристического уравнения ,1( 1).na  

Анализ вида коэффициентов характеристических уравнений, 
представленных выше, позволил определить рекуррентное выраже-
ние для расчета коэффициентов характеристического уравнения сте-
пени n:  

, 1, 1 1, .   n k n k n ka na a                                  (11) 

Для того чтобы получить коэффициенты характеристического 
уравнения порядка n с использованием (11), необходимо знать коэф-
фициенты характеристического уравнения порядка (n – 1), для урав-
нения порядка (n – 1) необходимо знать коэффициенты уравнения 
порядка (n – 2) и т. д. до первого уравнения. Такое положение явля-
ется неприемлемым для получения аналитического решения СДУ 
Колмогорова произвольного порядка. Поэтому в результате исследо-
вания зависимости (11) было получено аналитическое выражение для 
определения коэффициентов характеристического уравнения, зави-
сящее только от порядка уравнения n и номера коэффициента в са-
мом уравнении k: 



1 31

1 2 2

1 2

1

... 1( 3)( 2)

, 1 1 2 1 2
1 1 1

... 0

1 1
11

( 1) ( 1) ... ( ... 1)

( ... 1) ... ,









      


  

   




 
             

 
 
     

  

  



k

k

k

k

n i in i kn k

n k k
i i i

n i i

k
ki

a n i n i i n i i

n i i

 (12) 
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где n — старшая степень характеристического уравнения; 

( 2, 1) k k n  — номер коэффициента характеристического уравне-

ния; коэффициент при старшей степени уравнения равен 1 ,1( 1).na  

Поскольку выражение (12) справедливо для любого n и любого 

( 2, 1), k k n  приведем правила формирования коэффициентов ха-
рактеристического уравнения:  

1) выражение (12) справедливо при 1;k  
2) для верхней границы перемножаемых сумм должны выпол-

няться условия 
2

1

( ) 0, ( ) 0,




     
k

d
d

n i k m k m  

где m ( 2, )m k  — номер слагаемого плюс один; 
3) суммы, для которых условия не выполняются, исключаются из 

выражения (12).  
Рассмотрим несколько примеров использования формулы (12) 

для вычисления коэффициентов характеристического уравнения. 
Примем n = 5, k = 3 и вычислим коэффициент 5,3.a  В соответ-

ствии с выражением (12), запишем  

1 1 2

1 2 3

1 2 3

4

5 (3 3) 5 (3 4)5 (3 2)

5,3 1 1 2 1 2 3
1 1 1

5 (3 5)

1 2 3 4
1

(5 1) (5 1) (5 1)

(5 1) .

       

  

    




          

 
 

 
      

  

  



i i i

i i i

i i i

i

a i i i i i i

i i i i

 

Заметим, что, начиная с третьего сомножителя, в верхней границе 

суммы 1 25 (3 4)   i i  выражение ( ) ( 2, ) k m m k  становится  

отрицательным, т. е. ,m k  поэтому этот и последующие сомножи-
тели, для которых не выполняется правило 2, исключаются из рас-
смотрения. Тогда имеем 

1

1 2

5 (3 3)5 (3 2)

5,3 1 1 2
1 1

(5 1) (5 1)
   

 

 
       

 
 

 
i

i i

a i i i  

1

1 2

54

1 1 2
1 1

(5 1) (5 1)

5(4 3 2 1) 4(3 2 1) 3(2 1) 2(1)

5 10 4 6 3 3 2 50 24 9 2 85.



 

 
       

 
 

          
           

 
i

i i

i i i
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Пусть теперь n = 3 и k = 5, тогда (12) будет иметь вид  

1 1 2

1 2 3

1 2 3

4

3 (5 3) 3 (5 4)3 (5 2)

3,5 1 1 2 1 2 3
1 1 1

3 (5 5)

1 2 3 4
1

(3 1) (3 1) (3 1)

(3 1) .

       

  

    



 
           

 
 
      

  

  



i i i

i i i

i i i

i

a i i i i i i

i i i i

 

Видно, что значения верхних границ сумм принимают нулевые 
значения. Это означает, что у характеристического уравнения 3-й сте-
пени коэффициент 3,5 0.a  Таким образом, имеет место следующая 

лемма. 

Лемма 1. Пусть , ( 2, 1) n ka k n  и ,1 1na  — коэффициенты ха-

рактеристического уравнения вида  

1 2 2
,1 ,2 ,3 , 1( ) ( ) ... ( ) 0 

          n n n n
n n n n na x a x a x a  

подчиняются рекуррентному выражению , 1, 1 1,   n k n k n ka na a  

 2, 1 . k n  Тогда для любого n и 2, 1 k n  коэффициент ,n ka  бу-

дет определяться выражением (12), т. е. 



1 31

1 2 2

1 2

1

... 1( 3)( 2)

, 1 1 2 1 2
1 1 1

... 0

1 1
11

( 1) ( 1) ... ( ... 1)

( ... 1) ... .









      


  

   




 
             

 
 
     

  

  



k

k

k

k

n i in i kn k

n k k
i i i

n i i

k
ki

a n i n i i n i i

n i i

 

Доказательство. 
Докажем справедливость этого утверждения для любых значений n 

и ( 2, 1). k k n  Пусть (12) справедливо для ija  при i n  и ,j k  

тогда в соответствии с (12) имеем:  

1 31

1 2 2

... 1( 3)( 2)

, 1 1 2 1 2
1 1 1

( 1) ( 1) ... ( ... 1)




      


  

 
             

 
  

k

k

n i in i kn k

n k k
i i i

a n i n i i n i i  


1 2

1

... 0

1 1
11

( ... 1) ... ,




   




 
     

  


k

k

n i i

k
ki

n i i  

Вынесем сомножитель, для которого 1 1,i  за скобки. В результа-

те получим следующее выражение для вычисления коэффициентов: 
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

2 3

2 2

2 2

2

1

1 2

1 ... 11 ( 3)

, 2 2 2
1 1

1 ... 1

2 1
11

( 3)( 2)

1 1 2
2 1

( 1 1) ... ( 1 ... 1)

( 1 ... 1) ...

( 1) ( 1) ..









      


 

    




   

 


           

 
 

 
       

    

      

 



 

k

k

k

k

n i in k

n k k
i i

n i i

k
ki

n i kn k

i i

a n n i n i i

n i i

n i n i i



1 3

2

1 2

1

... 1)

1 2
1

... 0)

1 1
11

. ( ... 1)

( ... 1) ... .









   




   




 
       

 
     
 
 





k

k

k

k

n i i

k
i

n i i

k
ki

n i i

n i i

 (13) 

В соответствии с выражением (12), можно записать следующее 
выражение для коэффициента 1, 1: n ka  



2

2 3

2 2

1

1 ( 1 3)1 ( 1 2)

1, 1 2 2 3
1 1

1 ... 0

2 1
21

( 1 1) ( 1 1) ...

( 1 ... 1) ... .




       

 
 

    





         


 
      

    

 


k

k

n i kn k

n k
i i

n i i

k
ki

a n i n i i

n i i

 

Тогда выражение (13) можно представить следующим образом:  



1

1 2

1 3 1 1

2 1

( 3)( 2)

, 1, 1 1 1 2
2 1

... 1 ... 0

1 2 1 1
11 1

( 1) ( 1) ...

( ... 1) ( ... 1) ... .
 

 

   

 
 

       

 
 


        


  
          

     

 

 
k k

k k

n i kn k

n k n k
i i

n i i n i i

k k
ki i

a na n i n i i

n i i n i i

 (14) 

Индекс 1i  в первой сумме выражения (14) пробегает значения от 2 

до ( 2), n k  а выражения под знаками сумм принимают значения 
1

1

( 1).




 
k

j
j

n i  

Понизим нижнюю границу суммирования до 1. Чтобы не изме-
нилось количество слагаемых, необходимо верхнюю границу сумми-
рования также понизить на 1. После этого 1i  будет принимать значе-

ния от 1 до 1 ( 2).  n k  Для того чтобы не изменились значения 
выражений, стоящих под знаками сумм, необходимо n также умень-

шить на 1, т. е. 
1

1

( 1 1).




  
k

j
j

n i  В этом случае (14) примет вид  
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

1

1 31

2 2

1 1

1

1 ( 2)

, 1, 1 1
1

1 ... 11 ( 3)

1 2 1 2
1 1

1 ... 0

1 1
11

( 1 1)

( 1 1) ... ( 1 ... 1)

( 1 ... 1) ... .









  

 


       


 

    




     

 
             

 
 
      

    



 



k

k

k

k

n k

n k n k
i

n i in i k

k
i i

n i i

k
ki

a na n i

n i i n i i

n i i

 (15) 

Очевидно, что в соответствии с (12) будем иметь 



1

1 31

2 2

1 1

1

1 ( 2)

1, 1
1

1 ... 11 ( 3)

1 2 1 2
1 1

1 ... 0

1 1
11

( 1 1)

( 1 1) ... ( 1 ... 1)

( 1 ... 1) ... .

k

k

k

k

n k

n k
i

n i in i k

k
i i

n i i

k
ki

a n i

n i i n i i

n i i









  




       


 

    




    

 
             

 
 
      

    



 



 

Тогда (15) можно записать так:  

, 1, 1 1, ,   n k n k n ka na a  

что соответствует выражению (11).  
Следовательно, (12) подчиняется рекуррентному выражению (11) 

и справедливо для произвольного n и 2, 1, k n  что и требовалось 
доказать.  

Вернемся к вычислению корней характеристических уравнений. 
Легко убедиться, что корнями уравнений 1-й, 2-й и 3-й степени  
являются  

1

2 2
1 2

3 2 2 3
1

2 3

( ) 0, ( );

3( ) 2( ) 0, ( ), 2( );

6( ) 11( ) 6( ) 0, ( ),

2( ) 3( ).

       

              

             
       

x x

x x x x

x x x x

x x

          (16) 

В связи с вышеприведенным справедлива следующая лемма.  
Лемма 2. Корнями характеристического уравнения степени n, 

имеющего вид 
1 2 2

,2 ,3 , 1( ) ( ) ... ( ) 0, 
          n n n n

n n n nx a x a x a       (17) 
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где ,n ka  удовлетворяют лемме 1 (определяются с помощью выраже-

ния (12)), ( )   — произвольное вещественное число и ( ) 0,    
является последовательность:  

1 2( ), 2( ),..., ( ).           nx x x n                (18) 

Доказательство.  
В соответствии с основной теоремой алгебры [13, 14], для любого 

произвольного многочлена справедливо равенство 

 
0 1

( ) ,
 

   
nn

i
n n i i

i i

Q x c x x b  

где ib  — вещественные (комплексные) числа, являющиеся корнями 

многочлена ( ).nQ x  

Тогда, обозначив многочлены вида (17) через ( ),iH x  где i — 

старшая степень многочлена, (16) можно записать в виде:  

1

2 1

3 2

( ) ( ) 0;

( ) ( ( ))( 2( )) ( )( 2( ));

( ) ( ( ))( 2( ))( 3( )) ( )( 3( )).

    
          
             

H x x

H x x x H x x

H x x x x H x x

 

Пусть для 1( )nH x  справедливо (18), тогда 

  

1 2 2 3 1
1 2,2 1,3 1,

1

1

( ) ( ) ( ) ... ( )

,

   
   





           

   

n n n n
n n n n n

n

i

H x x a x a x a

x i
 

где 1, ( 2, ) n ka k n  вычисляются с помощью выражения (12).  

Умножив 1( )nH x  на многочлен первой степени    ,  x n  

получим: 

  
      

         
         

1

2 11 2 3
1,2 1,3 1,

2 11 2 3
1,2 1,3 1,

2 11 2 3
1,2 1,3 1,

( )

...

...

... .



  
  

  
  

  
  

   

           

               

            

n

nn n n
n n n n

nn n n
n n n n

nn n n
n n n n

H x x n

x a x a x a

x n x a x a x a x

x a x a x a n

 

Раскрыв скобки, можно записать: 
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  
      

        
  

     

1

2 11 2
1,2 1,3 1,

2 31 2 3
1,2 1,3 1,

1
1,2

2 12
1,2 1,3 1, 1 1,

( )

...

...

...



 
  

  
  





    



   

           

             

     

         



n

nn n n
n n n n

nn n n
n n n n

n n
n

nn
n n n n n n

n

H x x n

x a x a x a x

n x na x na x na

x a n x

na a x na a x

na  1, .  n
n

 

Коэффициенты при   1  nx  и    n
 можно представить 

в виде 

     1,2 1,1 1,2 1, 1, 1, 1; ,          n n n n n n n n na n na a na na a  

так как 1,1 1 na  и 1, 1 0.  n na  Из приведенного следует, что коэффи-

циенты многочлена ( )nH x  при   1 1    k n kx   2, 1 k n  подчи-

няются рекуррентному выражению (11), следовательно, многочлен 
( )nH x  удовлетворяет условиям теоремы. Таким образом, корнями 

характеристического уравнения степени n является последователь-
ность (18), что и требовалось доказать.  

После нахождения коэффициентов характеристического уравне-
ния ,n ka  порядка n и его корней можно получить общее решение 

дифференциального уравнения в следующем виде [15, 16]:  

       2
0 0 1 2

0

( ) ... ,       


     

n
t t n t i t

n i
i

R t C C e C e C e C e  (19) 

где  0,iC i n  — постоянные интегрирования, которые опреде-

ляются из условий краевой задачи (10).  
С учетом выше изложенных рассуждений система (10) была ре-

шена аналитически для n = 1, 2, 3, 4. Полученные результаты позво-
лили сформулировать следующую лемму.  

Лемма 3. Дана краевая задача (10). Поскольку ( ) ( 0, )kR t k n  

являются непрерывными на интервале  0, ,  краевая задача (10) 

удовлетворяет теореме о существовании и единственности реше-
ния [15, 16]. Пусть для (10) выполняются (11) и леммы 1 и 2. Тогда 
решением краевой задачи (10) будет множество функций:  

   ( ) 1 ( ) ( ), 0, , где ( ) .   
    

   
k tn k

kR t P t P t k n P t e  (20) 
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Доказательство. 
Доказательством теоремы будет удовлетворение решения (20) 

краевой задаче (10). Подставим (20) в систему уравнений (10) (для 
наглядности система (10) приведена ниже): 

     1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0, 0, .             k k k kR t n k k R t k R t n k R t k n  

Обозначив через kA выражение 

    1 1( ) ( ) ( ), 0, ,           k k k kA n k k R t k R t n k R t k n  

перепишем систему (10) в виде 

( ) 0, 0, .   k kR t A k n                               (21) 

Найдем ( ).kR t  Поскольку 

 ( ) 1 ( ) ( )  k n k
kR t P t P t                             (22) 

и ( )P t  (для краткости будем писать )P  — сложная функция,  

          

     
         

    

1

11

11 1

1 1

( ) 1 1 1 1

1 1

1 1 1

1 .

  

  

   

  

          

       

          

    

k k kn k n k n k
k

k kn k n k

k kn k n k

k n k

R t P P P P k P P P

P n k P P kP P P

n k P P P P P P kP n k P

P P P nP n k

 (23) 

Поскольку  

 ( ) ,    
 
     

tP t e  

   ( ) ( ) .             tP t e P t  

Тогда (23) можно переписать в следующем виде:  

      
           

1 1

1 1 2

( ) 1

1 2 .

  

  

          

          

k n k
k

k n k

R t P P P nP n k

P P nP P n k n k n k
 (24) 

С учетом (22) найдем выражение для :kA  
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    

     

     

        
     

      
 

1 1

1 1

1 11 1

22

1 1 2 2

2 2

1

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1

1

2

1

 

  

    

  

  

          

         

      

            

           

           

 

k k k k

k kn k n k

k kn k n k

k n k

k n k

A n k k R t k R t n k R t

n k k P P k P P

n k P P P P

n k k P P k P n k P

P P n k P k P n k P k P

k P n k n k P n k P

P P     
       

           

1

2

1 1 2

2

1 2 .
  

       

             

          k n k

P n k k n k

P n k k k n k n k

P P P n P n k n k n k

 

С учетом приведенных выкладок, можно получить 

( ) ( ) 0 для 0, .      k k k kR t A R t A k n  

Следовательно, аналитическим решением краевой задачи (10) яв-
ляется (20), что и требовалось доказать. 

Заключение. Результаты представленных исследований получи-
ли практическое применение при разработке математической модели 
функционирования автоматизированных систем критических прило-
жений (систем с потенциально опасными последствиями в результате 
возникновения ошибок их функционирования) с сетевой структу-
рой [17], а также при разработке предложений по определению коли-
чественного состава АРМ однородной вычислительной сети и оценке 
требуемых значений показателей их надежности и производитель- 
ности [18].  

Кроме того, полученные результаты могут быть использованы  
в исследованиях поведения сложных организационно-технических 
систем различного назначения и при оценке показателей их основных 
свойств. 
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When designing an automated data preparation system (ADPS) for aircraft application, 
it becomes necessary to study random processes of failures and recoveries of units (ele-
ments) forming the basis of the system technical support. These units can be automated 
workstations (AWS) of the ADPS, each of which solves the tasks of preparing data for 
aircraft application. Such researches are conducted, for example, to evaluate the proba-
bilistic and temporal characteristics of the AWS, or to determine the values of the latter 
ones based on the requirements for more general data preparation systems. In most cas-
es, random processes of failures and recoveries of technical means can be classified as 
Markov processes, for which the dynamics of system transitions between different states 
are mathematically described by a system of Kolmogorov differential equations (SDE). 
The solution of the mentioned SDE for specific values of the intensities of failures and 
restorations of technical means and for its small dimension is not difficult. The solution 
of the Kolmogorov SDE of arbitrary order is of practical and theoretical interest when 
the number of ASPD workstations is not known in advance and is the subject of research. 
The article presents the solution of the Kolmogorov SDE of arbitrary order under certain 
assumptions that significantly simplified the SDE. The results presented by the author 
can be useful in solving research problems, designing organizational and technical sys-
tems, and preparing tactical and technical specifications for the development of automat-
ed systems. 
 
Keywords: Markov random process, state of a random process, intensity of transition of 
a random process from state to state, Kolmogorov system of differential equations, char-
acteristic equation, failure, restoration of technical means  
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