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При рассмотрении динамики кольцевых резонаторов гироскопических приборов, как 
правило, решают исключительно задачу колебаний в плоскости. Однако, как пока-
зывают экспериментальные данные, зачастую колебания резонатора выходят из 
его плоскости, например, вследствие потери устойчивости от температурных де-
формаций. Кроме того, плоская модель не предоставляет возможность описывать 
колебания резонаторов, обладающих пространственными дефектами. В связи 
с этим представляет интерес формирование адекватной динамической модели 
кольцевых резонаторов в пространственной постановке. С этой целью в данной ра-
боте для описания колебаний кольцевых резонаторов предлагается использовать 
трехмерные тензорные уравнения механики криволинейных гибких упругих стерж-
ней. На примере реальной конструкции волнового гироскопа рассмотрен и проанали-
зирован совершенно новый вид дефекта формы резонатора, названный винтовым 
дефектом.  
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Введение. Одна из проблем проектирования современных инер-

ционных гироскопических приборов — создать адекватное описание 
динамики реальных резонаторов гироскопов с учетом неидеальности 
их геометрических и физических параметров [1]. К таким приборам 
относится, например, вибрационный микромеханический гироскоп 
(ММГ) [2]. Основное рабочее тело такого гироскопа — резонатор, 
представляющий собой тонкостенную цилиндрическую оболочку из 
кремния или какого-либо другого материала [3]. 

Существует несколько методов, применяемых для описания дина-
мики неидеального кольцевого резонатора: энергетический метод [4], 
метод конечных элементов (МКЭ) [5], метод возмущений [6], метод 
Бубнова — Галеркина [7] и др. Всем им свойственны определенные как 
преимущества, так и недостатки. Исторически первым методом описа-
ния динамики кольцевого резонатора считается метод Бубнова —  
Галеркина, представленный в работе [7]. В ней приведено решение 
задачи о вычислении расщепления собственных частот, вызванного 
отклонением функции плотности от постоянного значения по угло-
вой координате кольца. Однако, как отмечается в самой же работе, 
метод является приближенным и основную ценность представляет 
лишь порядок найденного расщепления собственной частоты. 
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В работе [6] расщепление собственных частот полусферического 
резонатора найдено методом возмущений в сочетании с общей тео-
рией оболочек в тензорной форме. Но вариант этого метода, рас-
смотренный в [6], также приближенный, поскольку учитывает 
в асимптотических разложениях всех величин лишь линейные по ма-
лому параметру слагаемые. Тем не менее для наиболее существенного 
дефекта формы — отклонения в нормальном направлении по четвер-
той гармонике полярного угла, он позволяет получить практически 
точное решение. Кроме того, в работе [6] использованы трехмерные 
уравнения в отличие от применяемых для решения плоской задачи, 
рассмотренной в [7]. 

В работе [5] задача динамики неидеального резонатора была решена 
с привлечением метода конечных элементов, для чего был разработан 
специальный стержневой конечный элемент. Следует отметить, что 
в указанной работе впервые были рассмотрены комбинации различных 
гармоник дефектов. Построенный на основе МКЭ алгоритм был успеш-
но верифицирован сопоставлением с методом возмущений, который 
применялся для одномерного дифференциального уравнения колебаний 
кругового кольца. Указанный алгоритм, построенный в [5], позволяет 
решать задачи в пространственной постановке, однако для его приме-
нения требуется высокая квалификация исследователя, а сам алгоритм 
оказывается весьма громоздким при рассмотрении комбинации различ-
ных дефектов. Точность его существенно снижается при условии высо-
ких гармоник дефектов и их комбинаций.  

Исторически последним из сопоставляемых методов является 
энергетический метод [4], благодаря которому можно очень просто 
реализовать численный расчет расщепления частот собственных ко-
лебаний неидеальных кольцевых резонаторов за счет отказа от аппа-
рата линейных дифференциальных операторов и его замены тради-
ционными матричными операциями. Этот простой и весьма точный 
метод позволяет рассматривать произвольные комбинации гармоник 
дефектов, выделенных из функций плотности, модуля упругости и т. п. 
Кроме того, вычисления выполняются очень быстро. Однако в настоя-
щее время энергетический метод в связи с его новизной реализован 
только в плоской постановке и еще не распространен на геометриче-
ские дефекты. 

Таким образом, в настоящее время задачу динамики кольцевых 
резонаторов микромеханических и твердотельных волновых гиро-
скопов нельзя считать полностью решенной. Необходимо совершен-
ствовать существующие и разрабатывать новые методы решения ука-
занной задачи, в том числе в трехмерной постановке. При этом 
разрабатываемый метод должен быть достаточно точным, а также по 
возможности обладать простотой и высокой скоростью вычислений, 
что пока еще остается нерешенной проблемой. 
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Цель данной статьи — разработка эффективного метода расчета 
расщепления частот собственных колебаний неидеального кольцево-
го резонатора, которое в общем случае вызывается и пространствен-
ными дефектами его формы. Для учета этих дефектов была исполь-
зована общая трехмерная теория гибких упругих криволинейных 
стержней [8, 9]. При этом собственные частоты определялись по тра-
диционной методике решения линейных краевых задач на собствен-
ные значения [10]. 

Описание модели неидеального кольцевого резонатора на осно- 
ве теории криволинейных упругих стержней. В конструктивном 
исполнении в ряде случаев кольцевой резонатор микромеханическо-
го гироскопа представляет собой тонкостенную осесимметричную 
оболочку постоянного радиуса с отношением толщины к радиусу 
1/100…1/20, и значит, для его описания могут быть использованы 
уравнения теории оболочек [11]. Однако существуют конструкции 
резонаторов (рис. 1), в которых стороны поперечного сечения резо-
натора b и h сопоставимы друг с другом [12], а размеры поперечного 
сечения существенно меньше его диаметра, поэтому для расчета ре-
зонатора может быть использована теория криволинейных упругих 
стержней, которая и была взята за основу в данной работе. 

 

Рис. 1. Кольцевой резонатор микромеханического гироскопа: 
а — внешний вид чувствительного элемента [12]; б — поперечное сечение резонатора,  

имеющее ширину b и высоту h 

 
Криволинейный стержень можно представить как линию Коссера, 

частицами которой являются элементарные твердые тела с векторами 
перемещений и малого поворота [13]. При этом внутренние взаимо-
действия выражаются векторами сил и моментов. Схема нагружения 
бесконечного малого элемента стержня показана на рис. 2. 

Уравнения равновесия и кинематические соотношения гибкого 
криволинейного стержня в случае малых перемещений и поворотов 
(уравнения Кирхгофа — Клебша) являются общеизвестными [8, 9]: 
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где, как и на рис. 2, ds — малое приращение дуговой координаты;  
Q, M  — векторы внутренних сил и моментов в сечении; e1 — орт ка-
сательной к оси стержня; ,q  m  — векторы внешних распределенных 

сил и моментов; ,u    — векторы перемещений и поворотов сечения 

стержня; A–1 — тензор податливости сечения при изгибе и кручении; 
центральной точкой и косым крестом обозначены скалярное и век-
торное произведения.  

 

Рис. 2. Бесконечно малый элемент стержня в равновесии 

 
Согласно стандартной методике из [10], уравнения для расчета 

собственных гармонических колебаний криволинейного стержня 
(модальный анализ) получаются из системы (1) заменой векторов 
статических внешних нагрузок q и m амплитудными значениями 
распределенных сил инерции и распределенных моментов инерции, 
которые вычисляются по следующим формулам: 

2 2;   ,   p A pq u m J                                    (2) 

где p — круговая частота собственных колебаний; ρ — плотность ма-
териала кольца; A — площадь поперечного сечения; J — тензор 
инерции вращения поперечного сечения. 

Подстановка (2) в (1) приводит к искомой системе дифференциаль-
ных уравнений для вычисления частот и форм собственных колеба-
ний кольца: 
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Здесь ,u    Q, M  — амплитудные значения векторов перемещений, 
поворотов, сил и моментов, так как при модальном анализе движение 
во времени явно не рассматривается.  

В качестве дефекта резонатора рассмотрим случай наличия 
начального углового отклонения сечения от проектного положения,  
в котором кольцо является идеальным телом вращения: 

n cos( ),   n                                         (4) 

где n — целое числа; n — амплитуда дефекта (начальный поворот 
сечения вокруг оси кольца);  — полярный угол. 

Далее это отклонение от идеальной формы кольца будет названо 
винтовым дефектом. Следует отметить, что винтовой дефект резо-
натора ММГ рассматривается впервые. Ранее на данный дефект не 
обращали внимания, но, как показано в данной статье, он может вы-
зывать вполне ощутимое расщепление основной частоты собствен-
ных колебаний резонатора. 

При указанном дефекте кольцевой резонатор будет иметь вид 
винтового стрежня, свернутого в кольцо, как показано на рис. 3. 

 

Рис. 3. Кольцевой резонатор с винтовым дефектом формы  
(пропорции нарушены для наглядности) 
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В данной работе используется комбинация тензорной и матрич-
ной алгебры. Векторы и тензоры обозначаются полужирным шриф-
том. Переход от тензоров к матрицам 3  3 выполняется в неподвиж-
ной декартовой системе координат Oxyz (см. рис. 3) и обозначается 
квадратными скобками […]. Аналогичный переход от векторов 
(направленных отрезков) к матрицам-столбцам 3  1 выполняется 
в той же системе координат Oxyz и обозначается фигурными скобка-
ми {…}.  

Рассмотрим более подробно параметры, входящие в систему (1), 
которую удобнее всего решать с применением тензорного исчисле-
ния [14]. Введем радиус-вектор оси кольца его проекциями в декар-
товой системе координат: 

   тcosφ, sinφ,0 , R Rr                                (5) 

где R — радиус оси кольца. 
Зададим матрицу единичного тензора, не зависящую от выбора 

базиса: 

 
1 0 0

0 1 0 .

0 0 1

 
   
 
 

E                                        (6) 

Введем единичные орты срединной линии кольца (рис. 4): 
орт касательной 

   т1 sinφ, cosφ,0 ;
φ

        
   

d d

ds Rd

r re                     (7) 

нормаль к срединной плоскости кольца 

   т3 0,0,1 ;e                                         (8) 

орт внутренней нормали к окружности 

2 3 1. e e e                                             (9) 

Зададим кососимметричный тензор [14, 15] от сопутствующего 
вектора 1:e  

 1

0 0 cosφ

;   0 0 sinφ .

cosφ sinφ 0

 
     
   

S E e S                (10) 
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Рис. 4. Направление ортов в плоскости  
кольцевого резонатора 

 
Определим геометрические характеристики прямоугольного се-

чения резонатора (см. рис. 1): 

3 3
3

2 3 к p 2 3;      ;   ,
12 12

bh hb
J J J bh J J J                   (11) 

где J2 — момент инерции сечения относительно оси 2; J3 — момент 
инерции сечения относительно оси 3; Jк — геометрическая жесткость 
на кручение; Jp — полярный момент инерции сечения;  — таблич-
ный коэффициент, зависящий от отношения b/h (h меньше b). 

Введем тензор поворота вокруг касательной к оси кольца [13, 14]: 

1 1cos (1 cos ) sin ,      L E e e S                     (12) 

где  — знак диадного (тензорного) умножения.  
Тензор инерции вращения сечения идеального резонатора вычис-

лялся следующим образом [9, 14]: 

0 p 1 1 2 2 2 3 3 3( )      J J JJ e e e e e e                    (13) 

(здесь и далее идеальным именуется резонатор без дефектов). 
Тензор инерции вращения сечения кольца с винтовым дефектом 

получается поворотом (13) вокруг касательной к окружности кольца: 
т

0 .  J L J L                                           (14) 

Тензор податливости сечения идеального кольца соответствует 
матрице податливости сечения из [8, 9]: 

1
0 1 1 2 2 3 3

к 2 3

1 1 1
,

GJ EJ EJ
      A e e e e e e                  (15) 
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где E — модуль упругости первого рода; G — модуль упругости вто-
рого рода. 

Тензор податливости сечения кольца с дефектом также получает-
ся поворотом (15) вокруг касательной к окружности кольца: 

1 1 т
0 .   A L A L                                       (16) 

Граничные условия (условия периодичности) для системы (3) 
имеют вид: 

(0) (2 );  

(0) (2 );

(0) (2 );

0 2 ).

 
  
  
   

R

R

R

R

Q Q
M M
u u
  

                                     (17) 

Система (3) является однородной. Согласно теории таких систем, 
вектор неизвестных y(s) в любой точке s линейно связан с начальны-
ми условиями матрицей перехода [H(s)]: 

     

 т
0 ;

, , , , , , , , , , , .

   

   x y z x y z x y z x y z

s s

Q Q Q M M M u u u

y H y

y
 (18) 

При этом [H(0)] — единичная матрица 12  12. С использованием 
матрицы перехода (18) условия периодичности (17) приводят к одно-
родной системе алгебраических уравнений: 

   
     

0 0;

2 0 .

 

         R

H y

H H H
                            (19) 

Для поиска нетривиальных решений необходимо найти корни 
определителя системы (19) в зависимости от параметра p. Найденные 
корни и являются собственными круговыми частотами резонатора. 
Наличие двух близких корней свидетельствует о расщеплении часто-
ты собственных колебаний (далее — просто «расщепление»), что  
является наиболее существенным дефектом ММГ рассматриваемого 
вида. 

Расчет расщепления, вызванного винтовым дефектом на 
примере конкретного резонатора. Рассмотрим реальный кольцевой 
резонатор ММГ из диссертации [12]. Параметры резонатора приве-
дены ниже: 

Радиус срединной окружности кольца R, м ………………. 2,94 · 10–3 
Ширина сечения b, м ……………………………………….. 120 · 10–6 

Высота сечения h, м ………………………………………… 100 · 10–6 
Плотность ρ, кг/м3 …………………………………………... 2330 
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Модуль упругости E, ГПа ………………………………….. 109 
Коэффициент Пуассона μ ………………………………….. 0,266 

Коэффициент  в формуле 3βkJ bh  …………………….. 0,166 

 
Коэффициент  был вычислен по формуле, полученной из мем-

бранной аналогии в задаче о кручении стержня прямоугольного по-
перечного сечения: 

 
2

6 2 2 2 2 2 2
, 1,3,5,...

256
.





 
 


i j

b

i j h i b j
                        (20) 

Построение определителя системы (19) с параметрами кольца, 
приведенными выше, выполнялось стандартными процедурами ма-
тематического пакета Wolfram Mathematica [16].  

В случае идеального кольца график зависимости определителя от 
частоты (рис. 5) не пересекает ось абсцисс, а только касается ее, что 
равносильно наличию двух одинаковых частот — следствие полной 
динамической симметрии кольца. По оси абсцисс на рис. 5 отложено 
приращение частоты в герцах, вычисляемое по формуле 

 

0

3
0 2 2

3

;

361
,

2 5 9

f f f

EJ
f

R AR J

  


  

                            (21) 

где f0 — собственная частота идеального кольца, рассчитанная с уче-
том инерции вращения поперечных сечений вокруг 3-й оси. 

 

Рис. 5. Зависимость определителя системы (19) от приращения частоты  
в случае идеального кольца 
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График зависимости определителя от частоты для случая неидеаль-
ного кольца с винтовым дефектом θ = 0,01cos2φ (см. рис. 3) показан на 
рис. 6. Здесь график пересекает ось абсцисс в двух близко располо-
женных точках, что равносильно наличию расщепления частоты.  

 

Рис. 6. Зависимость определителя системы (19) от приращения частоты  
при наличии винтового дефекта θ = 0,01cos2φ 

 
Найденные графически из рис. 6 две собственные частоты далее 

уточнялись стандартными средствами пакета Wolfram Mathematica 
(процедура FindRoot), в результате чего обе частоты были вычислены 
с весьма высокой точностью: f1 = – 0,19398 Гц; f2 = – 0,06511 Гц, 
и было найдено расщепление частоты  = f2 – f1 = 0,129 Гц. Посколь-
ку частота идеального резонатора, определенная по формуле (21), равна 
примерно f0 = 11705 Гц, для получения столь высокой точности по-
требовалась арифметика длинных чисел (учитывалось 50 и более де-
сятичных разрядов в числе).  

Полученное значение расщепления  содержится в шестом знаке 
основной частоты f0, что на первый взгляд создает впечатление не-
существенной величины, однако любое расщепление вызывает уход 
прибора. В идеале никакого расщепления не должно быть вообще,  
в связи с чем производят процедуру балансировки резонатора ММГ 
на специальном оборудовании. Интересно отметить, что точность 
вычисления основной частоты идеального кольца f0 не играет особой 
роли (эта частота подстраивается под прибор автоматически), важно 
вычислить именно расщепление , на которое для каждого вида ММГ 
задается очень жесткий допуск. Результаты, приведенные в данной 
статье, позволяют связать величину расщепления с величиной винто-
вого дефекта и тем самым задать допуск на величину дефекта.  

Отметим также, что показанные на рис. 1 ламели (элементы, связы-
вающие кольцо с корпусом ММГ) в случае их идеального исполнения 
влияют, причем довольно существенно, только на величину основной 
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частоты f0, но практически не влияют на величину расщепления . 
Этот факт проверялся несколькими способами (в том числе МКЭ), 
в связи с чем в данной статье ламели не учитываются. Их учет весьма 
существенно усложняет вычисления, не внося ничего нового в инфор-
мацию о величине расщепления .  

Очевидно, что при увеличении амплитуды винтового дефекта рас-
щепление также должно увеличиваться. График зависимости расщепле-
ния  от амплитуды винтового дефекта 2 показан на рис. 7. Сам винто-
вой дефект при этом был задан соотношением θ = θ2cos2φ.  

 

Рис. 7. Зависимость расщепления  
от амплитуды винтового дефекта 

 
Согласно графику на рис. 7, расщепление  квадратично зависит от 

амплитуды дефекта на рассмотренном интервале изменения 2.  
Численные эксперименты показали, что при других значениях 

волнового числа n в формуле винтового дефекта θ = θncos(nφ) замет-
ного расщепления не наблюдается. Таким образом, для обсуждаемого 
в статье винтового дефекта значение волнового числа n = 2 является 
исключительным. Это тем более удивительно, что для рассмотрен-
ных ранее другими авторами дефектов плотности, толщины и даже 
отклонений формы кольца в плоскости наиболее значимыми были 
гармоники с волновым числом n = 4 [7, 17]. Следовательно, выход из 
плоскости в пространство (переход от двумерных дифференциальных 
уравнений к трехмерным) привел к обнаружению совершенно новых 
эффектов в этой ставшей уже классической задаче вычисления рас-
щепления частоты собственных колебаний кольцевого резонатора.  

Заключение. Рассмотрен совершенно новый вид дефекта формы 
кольцевого резонатора ММГ, названный авторами винтовым дефек-
том, что привело к необходимости перейти от плоской задачи к пол-
ным трехмерным тензорным уравнениям криволинейных гибких 
упругих стержней. Результаты вычислений показали, что наиболее 
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значимыми гармониками винтового дефекта, приводящими к замет-
ному расщеплению частоты собственных колебаний, являются либо 
cos2, либо sin2. Этот результат противоречит устоявшемуся мне-
нию, что наиболее опасной гармоникой для кольцевого резонатора 
считается четвертая. 

Установлено, что расщепление зависит от амплитуды винтового 
дефекта примерно квадратично.  
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Description of dynamics of a ring micromechanical gyroscope  
with the form defect based on a model  
of the flexible resilient curvilinear rods  

© R.M. Kiselev, F.D. Sorokin 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russian Federation 
 
Considering dynamics of the gyroscopic device ring resonators actually means only ana-
lyzing the problem of oscillations in a plane. However, experimental data show that the 
resonator oscillations often go out of the resonator plane. For example, it happens due to 
a loss in stability from the temperature deformations. In addition, a flat model is not mak-
ing it possible to describe oscillations of the resonators with spatial defects. In this re-
gard, it is of interest to form an adequate dynamic model of the ring resonators in a spa-
tial setting. For this purpose, this paper proposes to apply the three-dimensional tensor 
equations of the curvilinear flexible elastic rod mechanics to describe the ring resonator 
oscillations. It uses an example of the wave gyroscope real design to analyze a complete-
ly new type of the resonator shape defect called the screw defect. 
 
Keywords: micromechanical gyroscope, ring resonator, three-dimensional tensor theory 
of flexible elastic rods, frequency splitting of natural oscillations, screw defect 
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