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Рассмотрен энергонезависимый способ перемещения легкого космического аппа-
рата (КА) вдоль троса, соединяющего тяжелые космические станции, которые 
описывают одну гелиоцентрическую орбиту. Относительное движение при этом 
возникает благодаря использованию установленного на КА солнечного паруса, ча-
стично отражающего солнечную радиацию. Трос предполагается абсолютно гиб-
ким, невесомым, нерастяжимым и реализующим геометрическую одностороннюю 
связь, ограничивающую движение КА в плоскости орбиты некоторым эллипсом 
с фокусами на станциях. Осуществляется перелет между двумя произвольными 
точками этого эллипса с нулевыми начальной и конечной относительными скоро-
стями при парусе, постоянно ориентированном так, что вектор силы солнечной 
радиации перпендикулярен прямой, проходящей через заданные точки. Установлено, 
что при условии натянутости троса такой перелет является элементом маятнико-
вого колебания. С помощью теоремы об изменении кинетической энергии аналитиче-
ски определены относительная скорость КА и сила натяжения троса в каждой точ-
ке траектории, а также численно найдена продолжительность перемещения. 
Приведено описание программного обеспечения, реализующего поиск соответст-
вующих величин. Показано, что перелет на расстояние 2 км происходит за несколь-
ко часов, а натяжение троса оказывается меньше 2 гс. 
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Введение. Перемещение летательных аппаратов в открытом кос-

мосе обеспечивают ракетные двигатели разных видов [1], большин-
ство из которых работает на основе преобразования всевозможных 
видов энергии в кинетическую, т. е. за счет расхода запасов топлива. 
Для того чтобы движение происходило энергонезависимо, необхо-
димо использовать альтернативные движители, например солнечный 
парус (СП), создающий тягу благодаря отражению солнечной радиа-
ции [2]. Его работоспособность была неоднократно доказана на прак-
тике при запуске космических аппаратов IKAROS [3], LightSail-2 [4] и 
др. В теоретических исследованиях устанавливается возможность ис-
пользовать солнечные паруса для реализации межпланетных переле-
тов [5], коррекции орбит [6, 7], стабилизации характерных движений 
космических аппаратов (КА), в том числе для их удержания 
в окрестности неустойчивых точек либрации [8–10]. Поскольку СП не 
может создавать ускорение, направленное «против Солнца», для его 
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возникновения можно использовать невесомый и нерастяжимый трос, 
концы которого закреплены на космических объектах. Такой трос пред-
ставляет собой аналог киля морского парусного судна [11].  

Космический аппарат с СП перемещается вдоль троса, концы ко-
торого закреплены на тяжелых космических станциях (КС), описы-
вающих одну гелиоцентрическую орбиту на расстоянии около 1 а. е. 
от Солнца и находящихся в нескольких километрах друг от друга. 
Предполагается, что идеально гибкий, невесомый и нерастяжимый 
трос реализует идеальную одностороннюю связь [12, 13], что может 
быть обусловлено объективно малыми возникающими силами натя-
жения. В этом случае движение КА с СП в плоскости орбиты КС 
ограничено некоторым эллипсом с фокусами в точках закрепления 
троса, а разность гравитационной силы и переносной силы инерции, 
действующих на КА с актуальными для реализованных миссий пара-
метрами, будет на несколько порядков меньше силы солнечной радиа-
ции [14]. Для перемещения между двумя точками этого эллипса до-
статочно ориентировать СП таким образом, чтобы создаваемая им 
сила солнечной радиации была постоянно направлена перпендику-
лярно прямой, соединяющей заданные точки. Если трос остается 
натянутым в течение всего времени перелета, относительное движе-
ние КА, которое начинается с нулевой начальной скоростью в одной 
из точек, закончится в другой точке также с нулевой скоростью, 
и будет являться элементом маятникового движения между этими 
точками. Кориолисова сила инерции окажется примерно на три по-
рядка меньше силы солнечной радиации и будет лишь незначительно 
влиять на натяжение троса. Это позволяет рассматривать орбиталь-
ную систему отсчета как инерциальную, в которой действует только 
сила солнечной радиации, по крайней мере, на временных интерва-
лах порядка нескольких часов. 

Цель работы — получение динамических характеристик переме-
щения КА с неизменно ориентированным СП и оценки соответствую-
щих величин.  

Перелет с помощью солнечного паруса. При математической 
модели СП, впервые примененной Гюйгенсом, большинство динами-
ческих характеристик относительного движения КА с СП (скорость, 
ускорение, натяжение троса) могут быть найдены аналитически 
в каждой точке траектории с помощью теоремы об изменении кине-
тической энергии. При известных значениях скоростей КА в доста-
точно большом количестве точек траектории закон движения и про-
должительность перемещения могут быть найдены также с помощью 
физически простой численной процедуры. Для исследования движения 
по дуге эллипса было разработано программное обеспечение (ПО), 
позволяющее получать основные динамические характеристики 
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в безразмерной форме в зависимости от эксцентриситета эллипса, ко-
эффициента отражения СП, начальной и конечной точек перемещения, 
а также пересчитывать результаты в размерные величины в зависимо-
сти от расстояния между станциями, массы КА, площади СП и расстоя-
ния до Солнца. Вычисления показали, в частности, что при площади 
паруса 1000 м2 и массе КА 100 кг перелет на расстояние в несколько 
километров продолжается в течение нескольких часов, причем натя-
жение троса не превосходит 2 гс.  

Математическая модель солнечного паруса. Каждый СП, раз-
вернутый на орбите, представляет собой сложное техническое 
устройство, способное создавать силу, направленную под острым углом 
к солнечным лучам. Зависимость величины такой силы от допусти-
мого угла можно рассматривать как основную динамическую харак-
теристику конкретного СП. Поскольку подобная информация отсут-
ствует для уже выполненных миссий, можно ограничиться 
классической математической моделью СП. Допустимо считать, что 
парус представляет собой плоскую пластину, способную не только 
отражать солнечную радиацию, но и частично ее поглощать, что свя-
зано с оптическими параметрами материала СП, а также определяется 
коэффициентом отражения. Чем выше этот коэффициент, тем более 
высокими отражающими способностями обладает парус, причем при 
его максимальном значении, равном единице, СП считается идеаль-
ным. При попадании фотонов на поверхность происходит передача 
импульса, в результате чего возникает сила солнечной радиации, за-
ставляющая перемещаться КА [2]. В этом случае математическая мо-
дель СП будет представлена выражением 
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где F  — сила солнечной радиации; P  — характерная величина сол-
нечного давления на расстоянии ;OR  S  — площадь паруса; OR  — 

среднее расстояние от Земли до Солнца, 1OR  а. е.; R  — актуаль-

ное расстояние до Солнца; k  — коэффициент отражения, 0 1; k   

n  — нормаль к солнечному парусу; xe  — орт оси ,Ox  сонаправлен-

ной с солнечными лучами (O  — середина отрезка, соединяющего 
космические станции).  

Эта модель СП будет принята основной. Пусть β  — угол между 

нормалью к СП n  и осью ,Ox  тогда  , cosβ.xn e  Следовательно, си-

ла солнечной радиации достигает своего максимального значения maxF  

при β = 0,  т. е. тогда, когда нормаль к СП параллельна оси .Ox   
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Переписав (1) в безразмерных величинах и считая, что max 1,F  мож-

но записать: 
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Пусть   — угол между вектором силы солнечной радиации F  
и осью ,Ox  отсчитываемый против хода часовой стрелки (рис. 1). 

 

Рис. 1. Определение угла между силой солнечной радиации  
и направлением солнечных лучей: 

 
Направив ось Oy  в сторону движения КС по орбите перпендику-

лярно оси ,Ox  можно будет рассматривать только движения в плос-
кости ,Oxy  совпадающей с плоскостью орбиты КС. Причем допус- 
тимо ограничиться только случаем, когда сила F параллельна этой 
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Как было доказано в [11], для неидеального СП sin   ,  k  отку-

да следует, что угол между силой солнечной радиации и осью Ox  
ограничен промежутком arcsin α arcsin ,  k k  т. е. максимальное 

значение угла α  равно maxα arcsin . k  

Постановка задачи. Рассмотрим движение КА с постоянно ориен- 
тированным СП вдоль троса, закрепленного в точках 1F  и 2 ,F  которые 

расположены на тяжелых КС, вращающихся по одной гелиоцентриче-
ской орбите и разнесенных на расстояние в несколько километров 
(рис. 2). Будем считать, что трос невесомый, нерастяжимый, абсолют-
но гибкий и реализует идеальную одностороннюю леерную связь [15, 
16], соединяющую КА с КС. Предположим, что станции неподвижны 
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в орбитальной системе отсчета, в частности, остаются на неизменном 
расстоянии друг от друга, тогда движение КА ограничено некоторым 
эллипсом с эксцентриситетом e и фокусами 1F  и 2.F  Необходимо пе-

реместить КА из точки 0A  в точку 1A  этого эллипса с нулевыми 

начальной и конечной скоростями, неизменно ориентированным СП 
и постоянно натянутым тросом. Для описания такого движения сле-
дует ввести правую декартову систему координат ,Oxy  где O  — 

центр эллипса или середина отрезка 1 2 ,F F  а оси Ox  и ,Oy  как и вы-

ше, направлены по солнечным лучам и в сторону движения станций 
соответственно. В данном случае в рамках рассматриваемой модель-
ной задачи можно считать Oxy  инерциальной системой отсчета, так 
как сила солнечной радиации оказывается на несколько порядков 
больше и силы Кориолиса, и разности гравитационной силы и пере-
носной силы инерции [14].  

 

Рис. 2. Перемещение КА с постоянно ориентированным СП  
между произвольными точками 

 
Теперь перейдем к безразмерным расстояниям, приняв большую 

полуось эллипса 1.a  Пусть x  и y  — координаты КА точки A  

в орбитальной системе координат .Oxy  Если КА находится на эллип-
се, то 
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и возможна параметризация 

21 sinψ; cosψ,  x e y                               (4) 

где ψ  — эксцентрическая аномалия эллипса.  

Тогда координаты начальной  0 0 0,A x y  и конечной  1 1 1,A x y  

точек определяются соответствующими формулами: 
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Внешнюю нормаль к эллипсу в точке с эксцентрической анома-
лией ψ  можно обозначить  ψ .ν  Эта величина определяется через 

градиент функции  ,f x y  следующим образом: 
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Ориентация солнечного паруса. Если обеспечить такое распо-
ложение СП, при котором сила солнечной радиации F  была в тече-
ние всего времени движения перпендикулярна прямой, проходящей 
через начальную и конечную точки перелета, т. е. , 0 1F A A  то при 

неослабевающем тросе перемещение КА, начинающееся из точки 0A  

с нулевой начальной скоростью, завершится в точке 1A  также с нуле-

вой скоростью, и далее КА будет двигаться из 1A  в 0 ,A  т. е. возник-

нут маятниковые движения между точками 0A  и 1.A  

С учетом (4) можно выразить координаты вектора 0 1A A  через 

разность координат начальной и конечной точек в виде 
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Из этого можно сделать следующий вывод: для того чтобы сила 
солнечной радиации F  была перпендикулярна ,0 1A A  достаточно, что-

бы она располагалась так же, как нормаль к эллипсу (5) в точке с экс-

центрической аномалией 0 1ψ ψ
ψ

2


  (рис. 3). Подобный выбор ориен-

тации паруса возможен только при условии, что угол между 

0 1ψ ψ
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ν  и осью Ox  не превысит величину maxα .  
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Рис. 3. Схема к определению направления 
силы солнечной радиации 
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Тогда условие возможности перемещения между двумя точками 
имеет вид 
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Условие нахождения на связи. Необходимо также учитывать 
условие нахождения на связи, описанное в [14], которое в данной си-
туации принимает вид 
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Определение сил солнечной радиации. Для того чтобы найти 
величину силы солнечной радиации, нужно связать между собой углы 
α  и β.  Воспользовавшись основной моделью СП (1), выразим угол α  
через угол β:  

ctgα,x

y

F

F
 

откуда следует, что 
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1
ctgα tgα ,

2 sinβ cos β 
  k

k
 

т. е.   sinα
sin 2β α . 

k
 

Учитывая, что 0 β ,
2


   можно получить 

1 sin α α
arcsin ;

2 2
β

1 sin α α
arcsin .

2 2 2

       
       

k

k

                                 (8) 

Можно проверить, что первому решению (8) соответствует 
большее значение ,F  поэтому из двух значений угла необходимо вы-

бирать 
1 sin α α

β arcsin .
2 2

   
 k

 

Поскольку находится именно значение силы ,F  будем считать, 
что α > 0,  тогда допустима запись 

1 cos 2β
sinβ ;

2

1 cos 2β
cosβ ,

2







                                       (9) 

откуда с учетом равенства   2cos arcsin 1 x x  получаем 

2 2

2

sin α sin α
cos 2β 1 cosα .  

kk
 

Используя последнее равенство, из формул основной модели СП 
можно определить необходимое значение силы солнечной радиации, 
выраженной через углы   и β  в виде 

 
 22 2 11

,
21

 
    
   

x y

k
F F F A A

k k
                (10) 

где 2 2 2 2sin α cosα sin α 2 cos β.    A k k k  
Изменение кинетической энергии. В рамках сделанных пред-

положений на КА действует только одна активная сила и его отно-
сительные скорости в начальной и конечной точках равны нулю, т. е. 
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0 1
0. A Av v  Считая безразмерную массу КА равной единице, теоре-

му об изменении кинетической энергии (рис. 4) можно записать так: 

2

2 ,
2
  

v
Fh v Fh                                  (11) 

где v  — относительная скорость КА в точке эллипса с эксцентриче-
ской аномалией ψ;   ψh h  — расстояние от КА до прямой 0 1,A A  

когда он находится в этой же точке. 

 
 
 
Рис. 4. О выборе угла между нормалью к солнечному 
парусу и направлением  солнечных лучей по базовой 

калибровочной характеристике 

 
 
 
Уравнение прямой 0 1A A  в плоскости Oxy имеет вид 

 

 

2 0 1
0

20 1
0

1 cos cos
2

sin 1 sin 0.
2

      
 

       
 

e y

x e

                   (12) 

Тогда, используя стандартные формулы аналитической геомет-
рии, можно вывести равенство  

2 0 1

2 2 0 1

ψ ψ ψ ψ
2 1 sin sin

2 2
.

ψ ψ
1 cos

2

       
  

   
 

e

h

e

                      (13) 

Известно, что максимальная относительная скорость достигается 
при maxh h  (см. рис. 4). Таким образом, для ее определения нужно 

знать, чему равно максимальное расстояние maxh  между прямой 0 1A A  

и текущим положением КА. Это расстояние оказывается наибольшим 

в точке, где эксцентрическая аномалия 0 1ψ ψ
ψ ,

2


  вычисляется по 
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формуле (13). В итоге максимальная скорость будет определяться 
выражением  

4 2 1 0

max
2 2 0 14

ψ ψ
1 sin

4
2 .

ψ ψ
1 cos

2

   
 

   
 

e

v F

e

                          (14) 

Продолжительность перемещения. Для того чтобы найти время 
перелета КА с неизменно ориентированным СП, необходимо подста-

вить в (11) относительную скорость 
ds

v
dt

 при 2 21 cos ψ ψ ds e d  

и учесть равенства (10) и (13). Используя в качестве единицы безраз-

мерного времени комбинацию max ,ma F  можно выразить продол-

жительность перемещения КА квадратурой: 

1

0

2 2 0 14 ψ 2 2

4 2 0 1 0ψ

ψ ψ
1 cos

2 1 cos ψ
ψ.

ψ ψ ψ ψ2 1 sin sin
2 2

     
        

   


e

e
t d

F e
       (15) 

Интеграл (15) можно найти численными методами [17], учиты-
вающими, что он является несобственным, но возможна более быстрая 
и физически наглядная процедура. Для ее реализации нужно разбить 
дугу эллипса 0 1A A  множеством точек 0 0 ,B A  1,B  2 , ,B   1nB A  на 

достаточно мелкие дуги. Далее используя (11) и (23), следует опреде-
лить относительную скорость КА в каждой из точек .iB  Cчитая дви-

жение по дуге 1i iB B  равноускоренным, вычислим продолжитель-

ность перемещения по формуле  

    12 ,   i i i it s v B v B  

где  is  — длина дуги 1i iB B , тогда суммарное время 
1

. 
n

it t  

Сила натяжения троса. Для вычисления силы натяжения троса 
(рис. 5) можно воспользоваться уравнениями движения в проекции 
на внутреннюю нормаль к эллипсу 

 
2

2 cos γ , , 

v

T F ν                                  (16) 
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где 
 3 22 2

2

1 cos ψ

1

e

e


 


 — радиус кривизны эллипса; cos γ   

2

2 2

1
,

1 cos ψ






e

e
 причем γ  — половина угла между ветвями троса. 

 

Рис. 5. Схема к расчету натяжения троса 
 

С учетом формул для вычисления скорости (11), силы солнечной 
радиации (10), нормали к эллипсу (5), силу натяжения троса можно 
выразить из уравнения (16) в виде  

 0 1ψ ψ2
, ψ .

2cos γ 2

           

F h
T ν ν                          (17) 

На базе теоретических исследований было написано программное 
обеспечение (ПО), оформленное как графическое приложение, которое 
позволяет по вводимым оператором значениям эксцентриситета эллип-
са, коэффициента отражения СП и эксцентрическим аномалиям 
начальной и конечной точек определять в безразмерной форме такие 
характеристики движения КА, как ускорение, скорость, продолжитель-
ность перелета, силу натяжения троса и построить соответствующие 
графики. Кроме того, с помощью ПО можно по задаваемым значениям 
массы КА, площади СП, расстояния между станциями и расстояния до 
Солнца пересчитывать найденные характеристики в традиционные 
единицы измерения. Пример работы ПО для КА, параметры которого 
соответствуют уже реализованному проекту LightSail-2 [4], приведен 
на рис. 6.  

Графики из примера работы приложения, на которых все извест-
ные величины обозначены в безразмерных единицах измерения, де-
тализированы на рис. 7. На графике 7, а изображена траектория пере-
лета, где половина длины троса или, что то же самое, большая 
полуось эллипса принята за единицу. На графике 7, б красная кривая, 
которую можно назвать базовой калибровочной характеристикой СП, 
показывает зависимость между величиной силы солнечной радиации 
и углом, образованным этой силой и направлением солнечного света. 
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Рис. 6. Пример работы приложения 
 
 

 

Рис. 7. Детализированные графики из примера работы приложения 
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Каждая точка кривой является концом возможного вектора силы 
солнечной радиации, причем величина Fmax выбрана за единицу без-
размерной силы. Красный луч определяет максимально возможный 
угол между силой солнечной радиации и направлением солнечных лу-
чей. Движение возможно только тогда, когда направление силы сол-
нечной радиации для изучаемого перелета (черный луч) находится 
между осью Ox  и красным лучом. На рис. 7, в, г, д по горизонтальной 
оси откладывается угол ψ,  характеризующий текущее положение КА. 
По вертикальной оси на рис. 7, в отложено касательное ускорение W, 
рис. 7, г — скорость V, на рис. 7, д — натяжение троса T. При этом ве-
личина max /F m  (m — масса КА) принята за единицу безразмерного 

ускорения, величина max /aF m  — за единицу безразмерной скорости.  

Кроме того, составлена таблица выходных данных для КА, участ-
вовавших или планировавшихся для миссий IKAROS, LightSail-2, 
Sunjammer, Helios [4] при следующих условиях: 0ψ 0  и 

1ψ arccos( )e    — значения начальной и конечной точек перелета, 

расположенных на круговой орбите, удаленной от Солнца на расстоя-
ние 0,5 а.е., эксцентриситет эллипса 0,91e   и коэффициент отраже-
ния 0,5.k   Можно заметить, что хотя сила солнечной радиации объек-
тивно очень мала, перемещение КА на расстояние 2 км происходит за 
приемлемое время (несколько часов), а натяжение троса оказывается 
весьма малым.  

 
Выходные данные ПО, определяющие перемещение КА с СП  

между произвольными точками эллипса 

Солнечный 
парус 

Площадь 
солнечного 
паруса, м2 

Масса КА 
с парусом,

кг 

Продол- 
жительность 
перелета, ч 

Максимальное 
натяжение, гс

Максимальная 
скорость, м/с 

IKAROS 200 323 8,06 0,830 0,110 

LightSail-2 32 5 2,67 0,133 0,352 

Sunjammer 1200 54 1,43 4,978 0,657 

Helios 990 23 1,02 4,107 0,914 

 
Заключение. Предложен энергонезависимый способ перемеще-

ния космического аппарата с неизменно ориентированным солнеч-
ным парусом между двумя произвольными точками эллипса, ограни-
чивающего в орбитальной системе отсчета относительное движение 
вдоль троса, концы которого закреплены на двух гелиоцентрических 
станциях. Установлено, что в этом случае при натянутом тросе будут 
происходить движения, по существу, являющиеся маятниковыми ко-
лебаниями между двумя точками. Приведены формулы, по которым 
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определяются такие характеристики движения, как относительная 
скорость, время, затраченное на перелет КА, а также сила натяжения 
троса. Показан пример расчета указанных характеристик с помощью 
специально разработанного программного обеспечения, подтвер-
ждающий возможность практической реализации описанного пере-
мещения. Представленные результаты целесообразно использовать 
при планировании космических полетов с солнечным парусом, огра-
ниченных тросовой связью. 

 

Работа выполнена в Московском авиационном институте  
(национальном исследовательском университете). 
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The paper considers a non-volatile method of moving a light spacecraft along a tether 
connecting heavy space stations around a single heliocentric orbit. Relative motion in 
this case occurs due to using a solar sail installed on the spacecraft that partially reflects 
solar radiation. The tether is assumed to be absolutely flexible, weightless, inextensible 
and implementing a geometric one-way constraint that limits the spacecraft motion in the 
orbital plane to a certain ellipse with a foci at the stations. The flight is performed be-
tween two arbitrary points of this ellipse with zero initial and final relative velocities and 
with the sail constantly oriented so that the solar radiation force vector is perpendicular 
to the line passing through the given points. The paper establishes that such a flight is an 
element of the pendulum oscillation, provided the tether is taut. The theorem on altera-
tion in the kinetic energy is applied to determine analytically the spacecraft relative ve-
locity and the tether tension force at each point of the trajectory; motion duration is nu-
merically found. The paper describes the software implementing search for the 
corresponding quantities. It shows that a flight over a distance of 2 km takes several 
hours; and the tether tension is less than 2 gauss. 
 
Keywords: spacecraft, solar sail, space tether system, heliocentric orbit, one-way con-
straint  
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