
Инженерный журнал: наука и инновации   # 7·2025                                             1 

УДК 629.7.015                                                                     EDN COYUGP 
 
Математическая модель углового движения спускаемого 

аппарата, управляемого смещением центра масс 
© А.С. Кухаренко, В.В. Корянов, А.И. Игнатов 

МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, 105005, Российская Федерация 
 
В работе составлены уравнения математической модели движения спускаемого 
аппарата, управляемого изменением положения центра масс. Перемещение цен-
тра масс выполнено посредством поворота внутренней подвижной массы, кото-
рой является полезная нагрузка. При записи математической модели спускаемый 
аппарат рассматривается как система двух твердых тел, соединенных сфериче-
ским шарниром. Уравнения получены с использованием уравнения Лагранжа 2-го 
рода. Кинетическая энергия выражена в координатах, не привязанных к центру 
масс аппарата, а начальная точка системы координат совпадает с центром 
шарнира, что значительно упрощает вывод уравнений. Показана возможность 
описать движение спускаемого аппарата уравнениями углового движения при из-
вестных значениях аэродинамических моментов. Для проверки правильности полу-
ченных уравнений разработана схема механического устройства. 
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Введение. В научных межпланетных миссиях планируется прове-

дение исследований и экспериментов на поверхности небесных тел 
Солнечной системы. Реализуются программы по исследованию Марса 
и Венеры, с которых намечено доставлять на Землю образцы грунта [1, 
2]. Для обеспечения надежной посадки космических аппаратов (КА) на 
поверхности планет необходимо управлять их движением в процессе 
спуска. По способам создания управляющих воздействий выделяют 
аэродинамические и газодинамические органы управления [3], а также 
управление методом изменения положения центра масс (ЦМ) летатель-
ного аппарата (ЛА) [4]. 

При управлении движением за счет изменения положения центра 
масс отсутствует взаимодействие механизмов управления с окружаю-
щей средой, что повышает надежность технической системы. Кроме 
того, отсутствуют газообразные выбросы в окружающую среду, что 
благоприятствует работе систем управления по оптическим датчи-
кам [5]. 

Метод управления изменением положения ЦМ применяется 
в управлении движением КА, подводных роботов, вращающихся 
снарядов, беспилотных летательных аппаратов [4, 6–8]. 

Цель данного исследования — разработка математической моде-
ли углового движения спускаемого аппарата, управляемого смеще-
нием центра масс. 
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При описании движения ЛА, управ- 
ляемого изменением положения центра 
масс, конструктивная схема которого пред-
ставлена на рис. 1, использовать систему 
координат, связанную с ЦМ, нецелесооб-
разно. Это обусловлено тем, что при 
управлении движением ЦМ изменяет свое 
положение, а также изменяются инерцион-
ные свойства элементов спускаемого аппа-
рата (СА) относительно центра масс [5]. 
Предполагается, что привязка начала по-
движной системы координат не к ЦМ ис-
следуемого объекта позволит упростить 
выражения уравнений движения. 

Управление движением спускаемого 
аппарата осуществляется следующим об-
разом. Внутри надувного тормозного 
устройства расположена полезная нагруз-
ка, выполняющая роль подвижной массы, 
которая соединена с ним сферическим 
шарниром, обеспечивающим ее поворот 
в двух взаимно перпендикулярных плос-
костях. Изменение углового положения 

полезной нагрузки приводит к смещению центра масс СА относи-
тельно продольной оси надувного тормозного устройства, за счет че-
го и осуществляется управление движением аппарата. 

Прежде чем выводить уравнения движения СА, управляемого из-
менением положения ЦМ, необходимо составить уравнения движения 
твердого тела с использованием уравнения Лагранжа 2-го рода. 

Уравнения движения твердого тела. Для того чтобы составить 
уравнения движения СА, управляемого изменением положения центра 
масс, записано выражение кинетической энергии твердого тела, со-
вершающего движение в одной плоскости. Данное выражение состав-
лено в системе координат, не связанной с его ЦМ. Чтобы упростить 
вывод уравнения, движение твердого тела рассматривается в одной из 
плоскостей неподвижной системы координат. Так, данная плоскость 
обозначена Oxy на рис. 2. 

Неподвижная система координат совершает только поступатель-
ное движение. Положение произвольной точки km  твердого тела по 
отношению к неподвижному центру O определяет радиус-вектор 

.′ρ = + +k c O kR R R                                         (1) 

 

Рис. 1. Конструктивная схема 
спускаемого аппарата, управ-
ляемого изменением положе-
ния центра масс О посред-
ством внутренней подвижной 

массы: 
1 — полезная нагрузка (космиче-
ский аппарат); 2 — надувное 
тормозное устройство; 3 — пово- 

ротное устройство 
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Рис. 2. Схема к выводу выражения кинетической энергии в подвижной  

системе координат, не связанной с центром масс твердого тела: 
ρk  — радиус-вектор, соединяющий начало инерциальной системы координат Oxyz с точеч-

ной массой твердого тела; сR  — радиус-вектор, соединяющий начало инерциальной систе-

мы координат Oxyz с центром масс твердого тела; OR ′  — радиус-вектор, соединяющий 

центр масс твердого тела с началом системы координат O''x''y''z''; kR  — радиус-вектор, соеди-

няющий начало системы координат O''x''y''z'' с точечной массой твердого тела ;km   
Oxyz — неподвижная система координат; O'x'y'z' — система координат с началом в центре 
масс твердого тела, совершающая поступательное движение; O''x''y''z'' — система координат,  

связанная с твердым телом, начало которой не совпадает с центром масс твердого тела 
 
После дифференцирования выражения (1) по времени получено 

выражение вектора скорости произвольной точки твердого тела: 
( ) ( ).′= + +r r

k c kOv v v v                                        (2) 
Преобразовав с учетом (2) выражение кинетической энергии, 

можно получить 

( )22 ( ) ( )

1 1

1 1 .
2 2

N N
r r

k k k c kO
k k

T m v m v v v′
= =

= ⋅ = ⋅ + +∑ ∑                    (3) 

Теперь следует раскрыть квадрат суммы скоростей в выражении (3): 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

2 2( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
'

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Затем в результате преобразования выражения (3) с учетом (4) 
получено выражение кинетической энергии твердого тела через ско-
рости движения точечных масс: 

( ) ( )

( )

2 22 2 ( ) ( )

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

.

′
= = = =

′ ′
= =

= ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

N N N N
r r

k k k c k k kO
k k k k

N N
r r r r

k c kk kO O
k k

T m v m v m v m v

m v v v m v v

  

(5)

 

Выражение кинетической энергии (5) следует преобразовать, для 
того чтобы представить его через скорость поступательного движе-
ния твердого тела и угловую скорость движения относительно ЦМ 
твердого тела. Преобразование первого слагаемого в выражении (5) 
позволяет выразить его через скорость движения ЦМ и массу твердо-
го тела: 

2
2

1

1 .
2 2

N
c

k c
k

Mvm v
=

⋅ =∑                                        (6) 

В результате преобразований второе слагаемое выражения (5) запи-
сано через массу, угловую скорость твердого тела и расстояние от ЦМ 
до подвижной системы координат O''x''y''z'': 

( ) ( )222( )

1

1 .
2 2

′
′

=

ω
⋅ =∑

N
Or

k O
k

M R
m v                              (7) 

Третье слагаемое в (5) после преобразований выражено через 
осевой момент инерции твердого тела относительно оси O''z'' и угло-
вую скорость ω твердого тела относительно этой же оси: 

( ) ( )
22 2( ) 2

1 1

1 1 ,
2 2 2

′′

= =

ω
⋅ = ⋅ ω ⋅ =∑ ∑

N N
r z

k k kk
k k

Jm v m R              (8) 

где ′′zJ  — момент инерции твердого тела относительно оси O''z''. 
Четвертое слагаемое в (5) эквивалентно нулю: 

( ) ( )( ) ( )

1 1
0.′′

= =
⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ + =∑ ∑

N N
r r

k c c k O kkO
k k

dm v v v v m R R
dt

          (9) 

Это обусловлено тем, что сумма статических моментов масс точек 

относительно ЦМ равна нулю, т. е. ( )
1

0.′
=

⋅ + =∑
N

k O k
k

m R R  

Пятое слагаемое в (5) в результате преобразований представлено 
через массу и угловую скорость твердого тела, а также расстояние 
от ЦМ до подвижной системы координат O''x''y''z'': 
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После подстановки (6)–(10) в выражение (5) получено следующее 
выражение кинетической энергии: 

( ) ( )
222 2 22 ,

2 2 2
Oc z

O
M RMv JT M R′ ′′

′
ω ω

= + + − ω                (11) 

которое после преобразований примет вид 

( )( )2 22
,

2 2
′′ ′− ω⋅

= +
z Oс

J R МM vT  

где M  — масса твердого тела; сv  — вектор скорости ЦМ твердого 
тела, ;=с сv v  ′′zJ  — момент инерции твердого тела относительно 
оси O''z''; ′OR  — радиус-вектор, соединяющий начало инерциальной 
системы координат Oxyz и ЦМ твердого тела; ω  — вектор угловой 

скорости твердого тела, 
0
0 .

 
 ω =  
 ω z

 

Таким образом, получено выражение для расчета кинетической 
энергии твердого тела в подвижной системе координат O''x''y''z'', 
не связанной с его ЦМ. 

Задача о движении двух связанных тел. Схема к составлению 
выражения кинетической энергии представлена на рис. 3. На ней СА 
представлен как система двух твердых тел 1 и 2. В качестве подвижной 
системы координат принята система O''x''y''z'' с началом в точке сопря-
жения твердых тел 1 и 2. Ось O''z'' представляет собой цилиндрический 
шарнир. Система координат O''x''y'''z'' совершает поступательное дви-
жение. С центром масс системы двух твердых тел связана система 
координат O'x'y'z', совершающая поступательное движение. 

Положение произвольных точек im  и ,km  соответствующих 
твердому телу 1 и 2, по отношению к неподвижному центру O опре-
деляют следующие два радиуса-вектора: 

,′′ρ = + +i c O iR R R                                   (12) 

.′′ρ = + +k c O kR R R                                  (13) 
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Здесь cR  — радиус-вектор, соединяющий начало инерциальной си-

стемы координат Oxy и ЦМ двух связанных тел; ′′OR  — радиус-
вектор, соединяющий ЦМ двух связанных тел и начало подвижной 
системы координат O''x''y''; iR  — радиус-вектор, соединяющий 
начало подвижной системы координат O''x''y'' и точку твердого те-
ла 1; kR  — радиус-вектор, соединяющий начало подвижной системы 
координат O''x''y'' и точку твердого тела 2. 

 
Рис. 3. Схема к решению задачи о двух связанных твердых телах 1 и 2 

 
Дифференцированием (12) и (13) по времени получены выражения 

векторов скоростей для произвольных точек твердых тел 1 и 2: 

;′′= + +i c O iv v v v                                    (14) 

.′′= + +k c O kv v v v                                    (15) 

С учетом (14), (15) было преобразовано выражение кинетической 
энергии системы двух связанных тел: 
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m v v v m v v v
            

(16)
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Раскрытием квадрата суммы скоростей в (16) были получены два 
выражения: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

2 22
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2 22 2 2 ;

c O k c c O c k c O O

k O c k k O k
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(17)
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′′ ′′

′′ ′′ ′′
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(18)

 

Преобразование выражения (16) с учетом (17), (18) позволило 
представить кинетическую энергию через скорости точечных масс 
системы твердых тел: 
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(19)

 

Преобразование выражения (19) было выполнено для того, чтобы 
представить его через известные характеристики движения системы 
твердых тел (скорость поступательного движения, угловые скорости 
движения твердых тел 1 и 2). Затем были преобразованы слагаемые 
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где 
1
1

0′′ ′′
=
=

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑
N

k O k k i O i i
k
i

m R m R m R m R  — сумма статических мо-

ментов масс точек относительно центра масс.  

Получено равенство ( )
1

N

k c O k
k

m v v v′′
=

⋅ ⋅ +∑ ( )
1

0.
N

i c O i
i

m v v v′′
=

+ ⋅ ⋅ + =∑  

Преобразование слагаемых 2 2

1 1

1 1
2 2= =

⋅ + ⋅∑ ∑
N N

k c i c
k i

m v m v  в выраже-

нии (19) позволило их представить через массу системы твердых тел 
и скорость движения ЦМ системы: 

2
2 2

1 1

1 1 .
2 2 2

N N
с

k с i с
k i

M vm v m v
= =

⋅
⋅ + ⋅ =∑ ∑                   (20) 

В результате преобразования слагаемые ( )2
1

1
2 ′′

=
⋅ +∑

N

k O
k

m v

( )2
1

1
2

N

i O
i

m v ′′
=

+ ⋅∑  выражения (19) записаны через массу системы твер-

дых тел и производную от радиуса-вектора, соединяющего ЦМ си-
стемы с началом системы координат O''x''y''z'': 

( ) ( )

( )

2 2

1 1
2 2

1; 1

1 1
2 2

1 .
2 2

′′ ′′
= =

′′ ′′

= =

⋅ + ⋅ =

   
= + =   

   

∑ ∑

∑

N N

k O i O
k i

N
O O

k i
k i

m v m v

dR M dRm m
dt dt

                    

(21)

 

После преобразования слагаемое ( )2
1

1
2 =

⋅∑
N

i i
i

m v  выражено через 

момент инерции твердого тела 1 относительно начала системы коор-
динат O''x''y''z'' и угловую скорость движения ϑ  твердого тела 1: 
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( )
( )1 22 2 2 ''

1 1

1 1 .
2 2 2= =

⋅ϑ
⋅ = ⋅ ϑ ⋅ =∑ ∑





N N
z

i i i i
i i

Jm v m R                    (22) 

Слагаемое ( )2
1

1
2 =

⋅∑
N

k k
k

m v  после преобразований представлено че-

рез момент инерции твердого тела 2 относительно оси O''z'' и угло-
вые скорости движения ϑ  твердого тела 1 и λ  твердого тела 2: 

( ) ( )
( ) ( )22

2 2 ''2

1 1

1 1 .
2 2 2= =

⋅ ϑ+ λ
⋅ = ⋅ ϑ+ λ ⋅ =∑ ∑

 

 

N N z
k k k k

k k

J
m v m R            (23) 

Преобразование слагаемых 
1 1

′′ ′′
= =

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅∑ ∑
N N

k k O i i O
k i

m v v m v v  выраже-

ния (19) позволило записать его через массу твердого тела и произ-
водную от радиуса-вектора, соединяющего ЦМ системы с началом 
системы координат O''x''y''z'': 

( )

( )

1 1 1 1

1; 1 1; 1

1; 1

1; 1

( 1)

′′ ′′ ′′ ′′
= = = =

′′ ′′
= = = =

′′
= =

′′
= =

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =

= ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ =

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =

⋅ + ⋅
= ⋅ ⋅ =

= − ⋅ ⋅

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

N N N N

k k O i i O O k k O i i
k i k i

N N
k i

O k i O k k i i
k i k i

N

O k k i i
k i

N k k i i
O

k i

m v v m v v v m v v m v

dR dR dv m m v m R m R
dt dt dt

d Mv m R m R
dt M

m R m RdM v
dt M

M
2

( 1) .′′ ′′
′′

 
⋅ = − ⋅ ⋅  

 
o o

O
dR dRv M
dt dt

   

(24)

 

Подстановка (20)–(24) в выражение (19) приводит к выражению 
кинетической энергии системы двух связанных тел следующего вида: 

( ) ( ) ( )2 221 22
.

2 2 2 2
′′ ′′′′
⋅ ϑ+ λ  ⋅ϑ⋅

= + + −   
 

 

 zc Oz
JJM v dRMT

dt
            (25) 

Выражение (25) получено для расчета кинетической энергии двух 
связанных тел с использованием системы координат O''x''y''z'', не свя-
занной с его ЦМ, в котором 1 2= +M M M  — масса системы твердых 
тел; 1M  — масса твердого тела 1 системы; 2M  — масса твердого те-
ла 2 системы; cv  — вектор скорости центра масс системы твердых 
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тел; ( ) ( )1 2;′′ ′′z zJ J  — моменты инерции твердого тела 1 и 2 относительно 
оси O''z''; ϑ  — угловая скорость твердого тела 1; λ  — угловая ско-
рость твердого тела 2 относительно 1; ′′OR  — вектор, соединяющий 
ЦМ системы твердых тел и начало подвижной системы координат 
(вектор, соединяющий начало системы координат O'x'y'z' с началом 

системы координат O''x''y''z''); ;′′ ′′= −O O сdR dR
dt dt

 ′′O сR  — вектор, про-

тивоположный вектору OR ′  и соединяющий начало системы коорди-
нат O''x''y''z'' с ЦМ системы твердых тел (началом системы коорди-
нат O'x'y'z'). 

В соответствии с построениями на рис. 3 вектор O сR ′′  можно 
представить в следующем виде: 

( )

( )

( )

( )

(1) (2)
1 2ЦМ ЦМ

1 2
(1) (2)

1 2ЦМ ЦМ

1 2

(1) (2)
1 2ЦМ ЦМ

1 2
(1) (2)

1 2ЦМ ЦМ

1 2

cos cos 180

sin sin 180

0

cos cos

sin sin
,

0

O с

M R M R
M M

M R M R
R

M M

M R M R
M M

M R M R
M M

′′

 ϑ+ °+ λ +ϑ
 

+ 
 ϑ+ °+ λ +ϑ = = +
  
 
 ϑ− λ +ϑ
 

+ 
 ϑ− λ +ϑ =  +
  
 

 

где (1)
ЦМR  — расстояние от начала системы координат O''x''y''z'' до ЦМ 

твердого тела 1; (2)
ЦМR  — расстояние от начала системы координат 

O''x''y''z'' до ЦМ твердого тела 2.  
После вычисления производной от вектора O сR ′′  в системе коор-

динат O''x''y''z'' получено следующее выражение производной этого 
вектора [9]: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(1) (2)
1 2ЦМ ЦМ

1 2
(1) (2)

1 2ЦМ ЦМ

1 2

sin sin

cos cos
.

0

O с

M R M R

M M

M R M RdR
dt M M

′

 − ⋅ ϑ ⋅ϑ+ ⋅ λ +ϑ ⋅ λ +ϑ
 

+ 
 

⋅ ϑ ⋅ϑ− ⋅ λ +ϑ ⋅ λ +ϑ 
=  + 
 
 

  

  
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Рассчитав величину 
2

,O сdR
dt

′′ 
  
 

 можно записать выражение 

( )
( )(

( ) ( )) ( )(
( ) ( ))

2
(1)

1 ЦМ2
1 2

2(2) (1)
2 1ЦМ ЦМ

(2) 2
2 ЦМ

1 sin

sin cos

cos ,

O сdR M R
dt M M

M R M R

M R

′′  = − ⋅ ⋅ ϑ ⋅ϑ+   + 

+ ⋅ ⋅ λ + ϑ ⋅ λ +ϑ + ⋅ ⋅ ϑ ⋅ϑ−

− ⋅ ⋅ λ + ϑ ⋅ λ +ϑ 



  

 

         

(26)

 

а затем следует раскрыть сумму квадратов выражения (26): 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2(1) (2)
1 2ЦМ ЦМ

2 2 22 2(1) 2 2 (2) 2
1 2ЦМ ЦМ

(1) (2)
1 2 ЦМ ЦМ

sin sin

sin sin

2 sin sin ;

M R M R

M R M R

M M R R

− ⋅ ⋅ ϑ ⋅ϑ+ ⋅ ⋅ λ + ϑ ⋅ λ +ϑ =

= ⋅ ⋅ ϑ ⋅ϑ + ⋅ ⋅ λ + ϑ ⋅ λ +ϑ −

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϑ ⋅ λ + ϑ ⋅ϑ⋅ λ +ϑ

  

  

  

  

(27)

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2(1) (2)
1 2ЦМ ЦМ

2 2 22 2(1) 2 2 (2) 2
1 2ЦМ ЦМ

(1) (2)
1 2 ЦМ ЦМ

cos cos

cos cos

2 cos cos .

M R M R

M R M R

M M R R

⋅ ⋅ ϑ ⋅ϑ− ⋅ ⋅ λ + ϑ ⋅ λ +ϑ =

= ⋅ ⋅ ϑ ⋅ϑ + ⋅ ⋅ λ + ϑ ⋅ λ +ϑ −

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϑ ⋅ λ + ϑ ⋅ϑ⋅ λ +ϑ

  

  

  

 

(28)

 

Выполнив преобразование выражения (26), в результате подста-
новки (27), (28): 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
22 (1) 2 2

1 ЦМ2
1 2

2 22 (2) 2
2 ЦМ

(1) (2)
1 2 ЦМ ЦМ

1 sin

sin

2 sin sin

O сdR M R
dt M M

M R

M M R R

′′  = ⋅ ⋅ ϑ ⋅ϑ +    + 

+ ⋅ ⋅ λ + ϑ ⋅ λ +ϑ −

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϑ ⋅ λ + ϑ ⋅ϑ⋅ λ +ϑ +



 

  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 22 2(1) 2 2 (2) 2
1 2ЦМ ЦМ

(1) (2)
1 2 ЦМ ЦМ

cos cos

2 cos cos ;

M R M R

M M R R

+ ⋅ ⋅ ϑ ⋅ϑ + ⋅ ⋅ λ + ϑ ⋅ λ +ϑ −

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϑ ⋅ λ + ϑ ⋅ϑ⋅ λ +ϑ 

  

  

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

2
22 (1) 2 2 2

1 ЦМ2
1 2

2 22 (2) 2 2
2 ЦМ

(1) (2)
1 2 ЦМ ЦМ

1 sin cos

sin cos

2 sin sin cos cos ;

O сdR M R
dt M M

M R

M M R R

′′  = ⋅ ⋅ϑ ⋅ ϑ + ϑ +    + 

+ ⋅ ⋅ λ + ϑ ⋅ λ +ϑ + λ +ϑ −

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ϑ⋅ λ + ϑ ⋅ ϑ ⋅ λ +ϑ + ϑ ⋅ λ +ϑ 



 

  
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( ) ( )2 2sin cos 1;ϑ + ϑ =  

( ) ( )2 2sin cos 1;λ +ϑ + λ +ϑ =  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2 2

sin sin cos cos

sin sin cos cos sin

cos cos cos sin sin

sin cos sin cos sin

cos cos sin cos sin

cos sin cos cos .

ϑ ⋅ λ +ϑ + ϑ ⋅ λ +ϑ =

 = ϑ ⋅ λ ϑ + λ ϑ + 
 + ϑ λ ϑ − λ ϑ = 

= ϑ λ + ϑ ϑ λ +

+ ϑ λ − ϑ ϑ λ =

 = λ ϑ + ϑ = λ 

 

Получено следующее выражение квадрата производной 
2

:O сdR
dt

′′ 
  
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 22 22 (1) 2 (2)
1 2ЦМ ЦМ

2
1 2

(1) (2)
1 2 ЦМ ЦМ

2
1 2

2 cos
.

O с
M R M RdR

dt M M

M M R R

M M

′′
⋅ ⋅ϑ + ⋅ ⋅ λ + ϑ 

= −   + 

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ϑ⋅ λ + ϑ ⋅ λ
−

+

  

  

         

(29)

 

С учетом (29) выражение кинетической энергии (25) примет сле-
дующий вид: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 221 22

221 22

2 2 2 2

2 2 2

zc z z

zc z

JJM v dRMT
dt

JJM v

′′′′ ′′

′′′′

⋅ ϑ−λ  ⋅ϑ⋅
= + + − =  

 

⋅ ϑ−λ⋅ϑ⋅
= + + −

 



 



 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 22 2(1) 2 (2)
1 2ЦМ ЦМ

(1) (2)
1 2 ЦМ ЦМ

2
2 cos

.
2

M R M R

M
M M R R

M

⋅ ⋅ϑ + ⋅ ⋅ λ + ϑ
− +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ϑ⋅ λ + ϑ ⋅ λ
+

  

  

             

(30)

 

Подстановка выражения кинетической энергии двух связан-
ных тел в уравнение Лагранжа 2-го рода. Для рассматриваемого 
СА уравнения Лагранжа 2-го рода [10, 11] имеют вид 
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,x
d T T Q
dt x x

∂ ∂  − = ∂ ∂ 
 

,y
d T T Q
dt y y
 ∂ ∂

− = ∂ ∂ 
 

,d T T Q
dt ϑ

∂ ∂  − = ∂ϑ ∂ϑ 
 

.d T T Q
dt λ

∂ ∂  − = ∂λ ∂λ 
 

Здесь 

0,T T T
x y

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ϑ
                                    (31) 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2 ЦМ ЦМ sin

;
M M R RT

M

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ϑ⋅ λ + ϑ ⋅ λ∂
= −

∂λ

  

             (32) 

2( )1 ;
2

cM vd T d
dt x dt x

∂ ⋅∂  = ⋅ ∂ ∂  

                              (33) 

2( )1 ,
2

cM vd T d
dt y dt y
  ∂ ⋅∂

= ⋅ ∂ ∂  

                              (34) 

где 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 1
1 ЦМ1 2

22 2 1 2
2 ЦМ 1 2 ЦМ ЦМ cos 2

,

O O

M RT J J
M

M R M M R R

M M

′ ′

⋅ ⋅ϑ∂
= ⋅ϑ+ ⋅ ϑ+ λ − −

∂ϑ

⋅ ⋅ ϑ+ λ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ λ ⋅ ϑ+ λ
− +



  



 

 

 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 2
2 ЦМ2

1 2
1 2 ЦМ ЦМ cos

;

O

M RT J
M

M M R R
M

′

⋅ ⋅ ϑ+ λ∂
= ⋅ ϑ+ λ − +

∂λ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ϑ⋅ λ
+

 

 




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( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

22 1
1 ЦМ1 2

'

22 2
2 ЦМ

1 2
1 2 ЦМ ЦМ cos 2 sin 2

;

OO

M Rd T J J
dt M

M R

M
M M R R

M

′

⋅ ⋅ϑ∂
= ⋅ϑ+ ⋅ ϑ+ λ − −

∂ϑ

⋅ ⋅ ϑ+ λ
− +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ λ ⋅ ϑ+ λ − λ ⋅λ ⋅ ϑ+ λ
+



  



 

    

       

(35)

 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

22 2
2 ЦМ2

1 2
1 2 ЦМ ЦМ cos sin

.

O

M Rd T J
dt M

M M R R

M

′

⋅ ⋅ ϑ+ λ∂
= ⋅ ϑ+ λ − +

∂λ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϑ⋅ λ −ϑ⋅λ ⋅ λ
+

 

 



  

                

(36)

 

Подстановка (31)–(36) в уравнения Лагранжа позволила получить 
уравнения, описывающие движение системы двух твердых тел, свя-
занных между собой цилиндрическим шарниром: 

( )2
1 ;
2

c
x

M vd Q
dt x

∂ ⋅
⋅ =

∂
                                (37) 

( )2
1 ;
2

c
y

M vd Q
dt y

∂ ⋅
⋅ =

∂
                                (38) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2 22 21 2
1 2ЦМ ЦМ1 2

'

1 2
1 2 ЦМ ЦМ cos 2 sin 2

;

OO

M R M R
J J

M M
M M R R

Q
M

′

ϑ

ϑ ⋅ ⋅ ϑ+ λ
⋅ϑ+ ⋅ ϑ+ λ − − +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ λ ⋅ ϑ+ λ − λ ⋅λ ⋅ ⋅ϑ+ λ
+ =

  

  

    

 

(39)

 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

22 2
2 ЦМ2

1 2
1 2 ЦМ ЦМ cos sin

.

O

M R
J

M
M M R R

Q
M

′

λ

⋅ ⋅ ϑ+ λ
⋅ ϑ+ λ − +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϑ⋅ λ −ϑ⋅λ ⋅ λ
+ =

 

 

  

            

(40)

 

Уравнения (37) и (38) описывают поступательное движение си-
стемы твердых тел, а (39) и (40) — угловое движение системы твер-
дых тел. 

Принято, что СА совершает движение при действии на него пере-
менных аэродинамических моментов, значения которых могут быть 
в функции от времени рассчитаны заранее на основании известной 
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траектории движения СА. При таком допущении движение СА можно 
описать уравнениями (39) и (40). 

В уравнениях (37)–(40) ,xQ  ,yQ  Qϑ  и Qλ  — работа обобщенных 
сил, действующих на СА. Распределение сил и моментов, действую-
щих на СА, представлено на рис. 4. 

 

Рис. 4. Схема сил, действующих на спускаемый аппарат: 
1 — поворотное устройство; 2 — внутренняя подвижная масса (КА); 3 — тормозное устройство; 

АД
xF ′  — проекция аэродинамической силы на ось O'x'; АД

yF ′  — проекция аэродинамической си-

лы на ось O'y'; АД
xL ′  — проекция вектора, соединяющего ЦМ СА с точкой приложения аэроди-

намических сил (центром давления — ЦД) на ось O'x'; АД
yL ′  — проекция отрезка, соединяющего 

ЦМ СА с точкой приложения аэродинамических сил (ЦД) на ось O'y'; G  — вектор гравита-

ционной силы; V∞  — вектор скорости набегающего потока; упрM  — вектор управляющего 

момента, упр

упр

0
0 ;

z

M

M

=

 
 
 
 

 α  — угол атаки; АД
O x y zM ′ ′ ′ ′  — вектор момента аэродинамической 

силы, АД АД АД ;O x y zM L F′ ′ ′ ′ = ×  АДL  — вектор, соединяющий ЦМ СА с точкой приложения 
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аэродинамических сил (ЦД), 

АД

АД АД ;

0

x

y

L

L L=

 
 
 
 
 

 АДF  — вектор аэродинамической силы, 

АД

АД АД .

0

x

y

F

F F

−

=

 
 
 
 
 

  

 

После расчета аэродинамического момента АД АД АД
z x yM L F′ ′ ′= ⋅ +

АД АД
y xL F′ ′+  относительно оси O'z' выполнен его пересчет относительно 

оси O''z'': 

( )АД ; ; ;MxF f q S′ = α  ( )АД ; ; ;MyF f q S′ = α  АД ( );xL f′ = λ  АД ( ).yL f′ = λ  

Поясним, что представляют собой обобщенные силы (Qϑ  и )Qλ  
применительно к угловому движению. Пусть тело, как показано на 
рис. 5, имеет одну степень свободы и вращается вокруг оси O''z''. Угол 
поворота тела (т. е. обобщенная координата) обозначен ,ϑ  а его при-
ращение — .δϑ  

 
Рис. 5. Схема к пояснению, что представляют собой  

обобщенные силы в угловом движении 
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Пусть также на тело действует момент ,M  составляющий с осью 
вращения угол .α  Заменив момент M  силой ,F  приложенной к телу 
в точке A с плечом ,r M F=  можно записать выражение для эле-
ментарной работы в виде [12] 

( ) ( )cos cos ,A F dS F r Mδ = ⋅ = ϑ ⋅ ⋅δϑ = ϑ δϑ                   (41) 

где dS  — перемещение, которое совершило твердое тело под дей-
ствием силы .F  

Отсюда следует, что в случае углового движения обобщенная сила 
равна проекции действующего на тело момента на ось элементарного 
поворота (для рассматриваемой обобщенной координаты), т. е. [11]: 

( )cos
cos .

MAQ Mϑ
ϑ ⋅δϑδ

= = = ϑ
δϑ δϑ                    (42) 

Экспериментальное устройство для верификации уравнений 
углового движения спускаемого аппарата. Для верификации урав-
нений углового движения СА разработано экспериментальное устрой-
ство. Рассматриваемый СА представлен системой двух твердых тел. 
Для того чтобы упростить уравнения движения, принято, что они со-
единены цилиндрическим шарниром. Надувное тормозное устрой-
ство, совмещенное с поворотным устройством, условно названо несу-
щим телом, а установленную в нем полезную нагрузку принято 
именовать несомым телом [13]. Поворот несомого тела относительно 
несущего осуществляется под действием управляющего момента. На 
несущее тело помимо управляющего момента действуют моменты 
внешних сил, которые через поворотное устройство также передаются 
и несомому телу. Ось цилиндрического шарнира является главной 
осью инерции как для несущего, так и для несомого тела. Таким обра-
зом, стенд для верификации математической модели должен состоять 
из двух твердых тел. Соединение между двумя твердыми телами долж-
но быть выполнено цилиндрическим шарниром. К одному из твердых 
тел должен быть приложен момент внешней силы, который через по-
воротное устройство передается на несомое тело, вращающееся отно-
сительно несущего под действием управляющего момента, создаваемо-
го поворотным устройством. В случае отсутствия управляющего 
момента несомый диск неподвижен относительно несущего. Ось ци-
линдрического шарнира должна быть главной осью инерции несущего 
и несомого тела. 
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При разработке стенда было при-
нято, что ось цилиндрического шарни-
ра будет главной центральной осью 
инерции несущего и несомого тел, т. е. 
центр масс как несущего, так и несомо-
го тела будет совпадать с осью цилин-
дрического шарнира. Тогда рассматри-
ваемое экспериментальное устройство 
будет иметь схему, представленную на 
рис. 6. 

Ось цилиндрического шарнира, со-
единяющего несомое тело и несущее те-
ло, — главная центральная ось инерции. 
В результате этого упрощения расстоя-
ния от оси цилиндрического шарнира до 
центра масс несущего и несомого тела 
равны нулю, а уравнения углового дви-
жения элементов экспериментального 
устройства имеют вид 

( ) ( ) ( )1 2 ;O OJ J Qϑ′′ ′′⋅ϑ+ ⋅ ϑ+ λ =    

( ) ( )2 ,OJ Qλ′′ ⋅ ϑ+ λ =   

где вн;Q Мϑ= упрQ Мλ = вн(М  — момент 
внешней силы, действующий на несу-

щее тело; упрМ  — управляющий момент, изменяющий угловое по-
ложение несомого тела относительно несущего тела). 

Таким образом, предлагаемый стенд позволит получить зависимо-
сти изменения угловых величин элементов стенда от времени. Сравне-
ние характера изменения измеренных угловых скоростей элементов 
стенда с теоретическими значениями угловых скоростей, полученных 
в результате решения математической модели, дает возможность 
подтвердить правильность записанной математической модели дви-
жения спускаемого аппарата. 

Заключение. Разработана (составлена) математическая модель 
движения спускаемого аппарата, управляемого смещением центра 
масс. Для записи математической модели использовано уравнение 
Лагранжа 2-го рода. Выполнено математическое моделирование 
движения спускаемого аппарата, управление которым осуществляет-
ся методом смещения центра масс. Сделан вывод о том, что возмож-
но разделение движения спускаемого аппарата на поступательное, 
в котором выбран в качестве полюса центр масс, и угловое движение 

 

Рис. 6. Схема эксперименталь-
ного устройства: 

1 — несущее тело (выполняющее 
роль надувного тормозного устрой-
ства, совмещенного с поворотным 
устройством); 2 — несомое тело 
(выполняющее      роль      полезной 

нагрузки) 
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относительно выбранного полюса. Для верификации уравнений угло-
вого движения спускаемого аппарата предложена схема эксперимен-
тального устройства. Следует, однако, отметить, что верификация ма-
тематической модели является темой для отдельного исследования. 
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Mathematical model of the descent vehicle angular motion  
controlled by the center-of-mass displacement 

© A.S. Kukharenko, V.V. Koryanov, A.I. Ignatov 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russian Federation1` 
 
The paper presents the compiled mathematical model equations of a module descent mo-
tion controlled by alteration in the center-of-mass displacement. The center-of-mass posi-
tion is changed by altering angular position of the internal movable mass, which is the 
payload. When deriving the equations, the descent module is presented as a system of two 
rigid bodies connected to each other by a spherical hinge. Compiling the mathematical 
model applies the Lagrange equation of the second kind. Expression of the kinetic energy 
used in the Lagrange equation of the second kind is compiled in a coordinate system not 
related to the center of mass of the descent module. The kinetic energy expression is 
compiled in a coordinate system originating from the hinge center and making it possible 
to simplify registering expression of the descent module kinetic energy. The paper pro-
poses the experimental device diagram to verify the compiled equations of the descent 
module motion.   
 
Keywords: center-of-mass position alteration, inflatable braking device, payload rota-
tion, rotating device, carrying body, carried body 
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