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Представлен расчет в комплексе MSC Nastran предварительно растянутой ме-
таллической пластины с линейно-упругой моделью материала на стойкость к воз-
действию случайной вибрационной нагрузки. Получено аналитическое решение 
данной задачи для двух моделей изгиба пластины: учитывающей сдвиги и прене-
брегающей ими. Проведено сравнение аналитических и численных (методом конеч-
ных элементов) решений. В задаче о собственных колебаниях сравниваемыми вели-
чинами выбраны собственные частоты колебаний, а в задаче о случайных 
колебаниях — прогиб, напряжение и усталостная повреждаемость в центральной 
точке конструкции пластины. Результаты расчета усталостной повреждаемо-
сти отвечают требованиям, предъявляемым к решению инженерных задач дина-
мической прочности, поскольку обладают достаточно высокой точностью. Так, 
относительное отклонение сравниваемых величин составило не более 2 %. 
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пластина, аналитическое решение, метод конечных элементов, усталостная по-
вреждаемость 

 
Введение. Во многих отраслях машиностроения, таких как 

авиастроение, ракетостроение, автомобилестроение и др., принято 
проектировать силовую конструкцию в виде комбинации стержневых 
и тонкостенных элементов. Поскольку технические изделия в про-
цессе эксплуатации подвергаются воздействию внешних переменных 
нагрузок, имеющих зачастую стохастичный характер, при анализе 
прочности и усталости данных конструкций важно учитывать слу-
чайную составляющую данного воздействия [1]. В частности, само-
лет во время полета нагружен случайными силами, обусловленными 
работой двигателей, турбулентным пограничным слоем, срывными 
аэродинамическими явлениями и т. д. На крейсерском режиме полета 
можно считать данные стохастические процессы нагружения стацио-
нарными и эргодическими [2, 3]. Так, вероятностные характеристики 
случайной вибрационной нагрузки для испытаний бортового авиа- 
ционного оборудования представлены в Квалификационных требо-
ваниях КТ-160G/14G [4] разделе 8 «Вибрация». 

Настоящая статья является продолжением работы [5], в которой 
изложена методика расчета металлических конструкций на стойкость  
к воздействию случайной вибрационной нагрузки с помощью метода 
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конечных элементов в комплексе MSC Nastran, а также дано аналити-
ческое решение данной задачи для линейных систем с распределен-
ными параметрами. В качестве примера расчета в работе приведено 
сравнение аналитического и численного решений для предрастянутого 
стержня. Однако, как было упомянуто, помимо стержней технические 
изделия зачастую содержат большое количество тонкостенных кон-
струкций [6]. Примерами подобных конструктивных элементов в са-
молете являются обшивка фюзеляжа, панели крыла, стенки лонжеро-
нов, нервюр, шпангоутов и т. д.  

Цель данной статьи — провести сравнение результатов числен-
ных и аналитических решений для предварительно растянутой шар-
нирно опертой прямоугольной пластины.  

Аналитическое решение задачи случайных поперечных коле-
баний растянутой прямоугольной пластины. Для исследования по-
ведения пластины используется модель Тимошенко — Рейснера [7]. 
Вызываемые изгибом перемещения вдоль осей ,Ox  Oy  и Oz  — ,u  v  
и w  соответственно, исходя из кинематической гипотезы модели, 
имеют вид 

     , ,  , ,  , ,      x yu z x y v z x y w w x y               (1) 

где , ,x y z  — координаты в направлении осей ,Ox  Oy  и ;Oz  x   
и y  — повороты нормали деформированной срединной поверх- 
ности «в сторону» осей Ox  и Oy  [8]. 

Соответствующие им деформации пластины определяются с по-
мощью соотношений Коши [8]: 
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где 0 yz  и 0 xz  — средние углы сдвигов  yz  и  xz  соответственно. 
Для определения зависимости между интенсивностью попереч-

ной силы xQ  и средним углом сдвига 0 xz  выражается энергия сдвига 
в плоскости ,Ozx  накопленная в малом элементе пластины ,dx dy  че-
рез работу касательных напряжений xz  и силы xQ  при статическом 
нагружении [1]: 
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Согласно закону Гука, ,  xz xzG  где G  — модуль сдвига. Исполь-
зуется предложенная Э. Рейснером связь между xz  и xQ  [7]: 
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где h  — толщина пластины.  
В результате вычисления интеграла (3) получается 

2 0 2 0 1
5,  ,  .
6

    x xz y yzQ k Gh Q k Gh k                      (5) 

Различные гипотезы распределения касательных напряжений ,xz  
 yz  по толщине пластины (4) приводят к разным значениям 1,k  кото-
рые могут давать более «точные» результаты для некоторых задач [7]. 

Оставшиеся компоненты напряженного состояния, обусловлен-
ного изгибом, согласно закону Гука, определяются с помощью сле-
дующих соотношений [8]: 
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где E  и   — модуль упругости и коэффициент Пуассона материала 
соответственно.  

Тогда интенсивности изгибающих и крутящего моментов опре-
деляются соотношениями [8] 
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где  3 2/12 1 cD Eh  — цилиндрическая жесткость. 
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Для получения уравнений движения пластины рассматривается 
ее малый участок площадью ,dx dy  который, помимо уже введен-
ных внутренних силовых факторов (рис. 1, а), нагружен постоянны-
ми мембранными усилиями xT  и yT  (рис. 1, б), т. е. 0. x ydT dT  

 

Рис. 1. Равновесие малого участка пластины: 
а — моменты сил и поперечные силы; б — мембранные усилия 

 
Рассмотрение динамического равновесия системы по силам  

в направлении оси ,Oz  а также по моментам вокруг осей Ox  и Oy  
позволяет получить систему уравнений вида 
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где   inertq dx dy h w dx dy  — сила инерции; dampq dx dy  

1  w dx dy  — сила сопротивления;   — плотность материала;  

1  — коэффициент сопротивления; q  — внешнее давление.  
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Подстановкой в (8) выражений (5) и (7) получается разрешающая 
система уравнений движения пластины относительно ,w  x  и :y  
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Далее приводится решение (9) для растянутой шарнирно опертой 
прямоугольной пластины постоянной толщины h  со сторонами a   
и b  (рис. 2). 

 

Рис. 2. Расчетная схема пластины 
 
Рассматривается задача случайных колебаний линейной системы  

с распределенными детерминированными параметрами под действием 
случайной нагрузки. Как и в работе [5], используется метод разложе-
ния движения системы по собственным формам колебаний [1, 7]. 

Решение задачи свободных колебаний 0q  без учета демпфиро-
вания 1 0   определяется в виде суперпозиции собственных форм 
колебаний: 
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для которого граничные условия (ГУ) на торцах 0,  или 0, 0,  x a y bw  
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M  выполняются автоматически.  

Здесь      , sin sin ,  jk xj yku x y x y       , cos sin   x
jk xj ykx y x y  

и      , sin cos   y
xj ykjk x y x y  — собственные формы колеба- 

ний системы, соответствующие собственные частоты (СЧ) ;jkp  
/ ,  xj j a  /  yk k b  — вводимые параметры.  

Подстановкой (10) в (9) с учетом свойства ортогональности форм 
колебаний [9] получается система линейных алгебраических уравне-
ний относительно констант ,jkF  jkG  и jkV  для каждой собственной 
формы. Условие существования ее ненулевого решения для каждой 
такой системы приводит к следующему выражению для СЧ :jkp  
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Пусть q  — случайное стационарное давление с нулевым матема-
тическим ожиданием   0.M q  Тогда стационарное решение неод-
нородной системы (9) с учетом n m  собственных форм колебаний 
имеет вид 
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; ,
2





     

    
   






xjk jk

y
jk

r jk jk jk jk

jk
jk jk jk

jk jk jk

H i a H i H i b H i

d
H i c H i H i

p i p

   (13) 

где ,
jkrH  

x
jk

H  и 
y

jk
H  — частотные функции ,jkr  x

jk  и  y
jk  соответ-

ственно; 0 , jka  0 ,
jkb  0 , jkc  0


jkd  и  jk  — параметры, вводимые для 

обозначений и определяющиеся следующими выражениями: 

 

 

   

2
0 0 2 2

2

2
0 2 2

2

2
0 1

0 0

1/ ; ;

;

4 , , ; .
2


  

      



      


  

 







xj
jk jk

c xj yk

yk
jk

c xj yk

b a

jk jk jk
jk

k G
a h b

D k Gh

k G
c

D k Gh

d q x y u x y dx dy
ab h p

    (14) 

Использование модели Кирхгофа, не учитывающей сдвиги, для 
описания поведения изгиба шарнирно опертой прямоугольной пла-
стины приводит к такой формуле для расчета СЧ jkp  [9]: 



А.А. Шульга, Н.А. Аликин, Д.В. Барышева 

8                                            Инженерный журнал: наука и инновации   # 7·2025 

 22 2 2 21 .          jk c xj yk x xj y ykp D T T
h

                (15) 

Выражение для частотной функции jkr  в этом случае совпадет  
с (13), если вместо выражения для СЧ jkp  в него подставить (15). 

Определяются вероятностные характеристики максимальных 
растягивающих напряжений maxx  вдоль оси .x  Согласно (6) и (10), 

центрированная величина maxx  

   

 
   

 
 

max 2

2

, ,
2 1

,,
.

2 1

x y
x

yxn m
jk jkx y

jk jk
j k

Ehx y t
x y

x yx yEh t t
x y

 
         

 
 

    
    



 


    

(16)

 

Тогда автокорреляционная функция maxx  имеет вид 

       

           

            

max

2

max max1 2 1 2 2

1 2 1 2
1 1 1 1

1 2 1 2

, , , , , , ,
2 1

, ,

, , .

x x x

n m n m
x x x y

jksg jk sg jksg jk sg
j k s g

y x y y
jksg sg jksg sgjk jk

EhK x y t t M x y t x y t

M a x y t t b x y t t

c x y t t d x y t t



   

              


       


      



 

(17)

 

Здесь ,jksga  ,jksgb  jksgc  и jksgd  — параметры, вводимые для обозна-
чений: 

     

     

 
   

 
   2

, ,
, ,

, ,
, ,

, ,
, ,

, ,
, .

 


 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

x x
jk sg

jksg

x y
jk sg

jksg

y x
jk sg

jksg

y y
jk sg

jksg

x y x y
a x y

x x
x y x y

b x y
x y

x y x y
c x y

y x

x y x y
d x y

y y

                      (18) 

Оператор математического ожидания вносится под сумму в вы-
ражении (17): 
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   
   

   

max

2

1 2 2

1 2 1 2
1 1 1 1

1 2 1 2

, , ,
2 1

, ,

, , .

x

x x x y
jk sg jk sg

y yx y
sg sgjk jk

n m n m

jksg jksg
j k s g

jksg jksg

EhK x y t t

a K t t b K t t

c K t t d K t t



   
   

   

 
  
  

  

  

          

(19)

 

При стационарной случайной внешней нагрузке  1q t  случайные 
функции ,w  ,x  y  и, следовательно, maxx  будут также являться 
стационарными [1]. В этом случае корреляционные функции ,

 x x
jk sg

K  

,
 x y

jk sg
K  

 y x
sgjk

K  и 
 y y

sgjk
K  будут зависеть только от разности значений 

времени 2 1  t t  и могут быть определены по теореме Винера — 
Хинчина с помощью обратного преобразования Фурье [1]: 

   

   

   

   

1 ,
2

1 ,
2

1 ,
2

1 ,
2




   




   





   





   



   


   


   


   










x x x x
jk sg jk sg

x y x y
jk sg jk sg

y yx x
sg sgjk jk

y yy y
sg sgjk jk

i

i

i

i

K S e d

K S e d

K S e d

K S e d

                       (20) 

где спектральные плотности ,
 x x

jk sg
S  ,

 x y
jk sg

S  
 y x

sgjk
S  и 

 y y
sgjk

S  могут 

быть определены соответственно из выражений [1] 

       

       

       

       

*

*

*

*

,

,

,

.

   

   

  

  

    

    

    

    

x x x x
jk sg jk sg

x y x y
jk sg jk sg

y y xx
sgsgjk jk

y y yy
sgsgjk jk

q

q

q

q

S H i H i S

S H i H i S

S H i H i S

S H i H i S

                   (21) 
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Особенности анализа усталости. Для анализа усталости пласти-
ны используется одномоментный метод, применение которого для 
решения рассматриваемой задачи описано в [5]. Данная методика 
расчета усталостной повреждаемости D  заключается в определении 
интенсивности усталостной повреждаемости ,d D T  где 3 чT  — 
длительность процесса, принимаемая согласно КТ-160G/14G [4]  
разделу 8 «Вибрация» как время воздействия случайной жесткой 
вибрации на оборудование самолета с неподвижным крылом. Для 
вычисления d  необходима спектральная плотность эквивалентного 
напряжения 

экв
.S  В случае когда максимальные нормальные напря-

жения maxx  и maxy  одного знака, для расчета спектральной плот-
ности эквивалентного (по теории прочности Хубера — Мизеса) 
напряжения принимается выражение [10] 

     

     
экв max max

max max max

, , , , , ,

, , , , 3 , , ,

  

  

     

    

x y

x y xy

S x y S x y S x y

S x y S x y S x y
          

(22)
 

где 
max

,x
S  

maxy
S  и 

maxxy
S  — спектральные плотности максималь-

ных напряжений (в верхних или нижних волокнах пластины) max ,x  

maxy  и maxxy  соответственно. 
Численное решение задачи случайных поперечных колебаний 

растянутой прямоугольной пластины. Для конечно-элементного 
анализа применяются комплекс MSC Nastran и методика анализа слу-
чайных колебаний преднагруженных конструкций, приведенная в [5]. 
Используется четырехузловой билинейный плоский конечный элемент 
оболочки (SHELL), основанный на теории оболочек Миндлина — 
Рейснера [11], которая учитывает дополнительные сдвиги подобно тео-
рии Тимошенко — Рейснера. Ввиду наличия компонент матрицы масс, 
соответствующих поворотным степеням свободы, конечный элемент 
оболочки учитывает инерцию поворотов сечений. 

В комплексе MSC Nastran для конечного элемента типа оболочки 
поддерживаются две формулировки матрицы масс — согласованная 
и несогласованная [12]. Аналогично конечно-элементному решению 
задачи случайных поперечных колебаний растянутого стержня, при-
веденного в [5], выполняется сравнение решения для различных мат-
риц масс. 

Сравнительный анализ. Проводится сравнение аналитического и 
конечно-элементного решений задачи свободных и вынужденных ста-
ционарных случайных поперечных колебаний шарнирно закрепленной 
прямоугольной пластины постоянной толщины (см. рис. 2). Пластина 
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нагружена продольными постоянными детерминированными растя-
гивающими усилиями ,xT  yT  и случайным равномерно распределен-
ным давлением q с нулевым математическим ожиданием. 

Исходные данные: длина 0,5 м,a  ширина 1 мb  и толщина 
0,004 мh  пластины; модуль упругости 68,65 ГПа;E  предел те-

кучести т 300   МПа; коэффициент Пуассона 0,3   и плотность 
32700 кг/м   материала пластины; константа и степень кривой 

усталости 14
1 10  МПа  mA  и 4m  соответственно; демпфирование 

0,04   в долях от критического; спектральная плотность внешней 
нагрузки 21 Па /ГцqS  при  1,100  Гц.f  Следует отметить, что 
значения свойств материала и усталостных характеристик совпадают 
с соответствующими значениями для стержня [5]. 

В аналитическом решении для каждой собственной формы исполь-
зуется значение коэффициента демпфирования 1,  определяемое вы-
ражением 

1 2 .    jkh p                                          (23) 

При аналитическом и конечно-элементном расчетах принимается 
одинаковое значение коэффициента неравномерности распределения 
касательных напряжений по толщине 1 5 / 6.k  

Для конечно-элементного решения используется по 20 элементов 
вдоль каждой стороны пластины. 

Шесть низших СЧ системы при разных растягивающих усилиях 
,xT  yT  представлены в табл. 1 и 2. Результаты аналитического реше-

ния получены для моделей пластины Тимошенко — Рейснера  
и Кирхгофа, а конечно-элементного решения — при использовании 
согласованной и несогласованной матриц масс. 

Таблица 1 

Собственные частоты нерастянутой пластины, 0x yT T   

Метод p1,1, Гц p1,2, Гц p1,3, Гц p2,1, Гц p1,4, Гц p2,2, Гц 

Аналитическое решение 
Тимошенко 47,93227 76,68644 124,6014 162,9256 191,6642 191,6642 
Кирхгофа 47,93767 76,70028 124,6379 162,9881 191,7509 191,7509 

MSC Nastran 
Матрица масс:  
несогласованная 47,76995 76,01557 123,0836 162,3227 189,0090 189,2332 
согласованная 47,96680 76,80109 125,6403 164,0000 195,7307 192,3717 
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Таблица 2 

Собственные частоты растянутой пластины,  3000 H/м, 0x yT T   

Метод p1,1, Гц p1,2, Гц p1,3, Гц p2,1, Гц p1,4, Гц p2,2, Гц 
Аналитическое решение 

Тимошенко 50,74660 78,47603 125,7105 166,2979 192,3869 194,5387 
Кирхгофа 50,75232 78,49019 125,7473 166,3617 192,4736 194,6264 

MSC Nastran 
Матрица масс:  
несогласованная 50,57103 77,77367 124,1436 165,6603 189,6713 192,0512 
согласованная 50,77943 78,57737 126,7224 167,3721 196,4165 195,2364 

 
Среднеквадратичные отклонения прогиба пластины и макси-

мального напряжения в центральной точке / 2, / 2 x a y b  при раз-
ных мембранных усилиях с учетом шести низших СЧ приведены  
в табл. 3–6. 

Таблица 3 
Среднеквадратичное отклонение прогиба в центральной точке пластины 

Метод 
,

2 2


 
 
 w

a b
∙105, м,

0 x yT T  

,
2 2


 
 
 w

a b
∙105, м, 

3000 Н/м, 0 x yT T  

Аналитическое решение 
Тимошенко 5,066733 4,649245 
Кирхгофа 5,065869 4,648449 

MSC Nastran 
Матрица масс:   
несогласованная 5,081930 4,654910 
согласованная 5,091870 4,663970 

 

Таблица 4 
Среднеквадратичное отклонение максимальных нормальных напряжений  

в направлении Ox в центральной точке пластины 

Метод max
, ,

2 2
 
 
 x

a b
 МПа, 

0 x yT T  

max
, ,

2 2
 
 
 x

a b
 МПа, 

3000 Н/м, 0 x yT T  

Аналитическое решение
Тимошенко 0,324396 0,297652 
Кирхгофа 0,324413 0,297668 

MSC Nastran 
Матрица масс:   
несогласованная 0,323196 0,296114 
согласованная 0,323806 0,296666 
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Графики спектральной плотности максимального нормального 
напряжения в направлении Ox в центре пластины представлены на 
рис. 3. Полученные аналитические и численные решения оказались 
достаточно близки, поэтому на графике показано только одно анали-
тическое решение и одно численное.  

Значения усталостной повреждаемости в центральной точке пла-
стины приведены в табл. 5.  

Следует отметить, что MSC Nastran по умолчанию определяет 
значения спектральной плотности напряжений в центре SHELL эле-
мента, поэтому ввиду четного числа элементов — 20 — в направле-
нии осей Ox и Oy показания на рис. 3 и в табл. 5 соответствуют точке 
пластины  0,95 2, 2a b  и для аналитических, и для конечно-
элементных решений. 

 
Рис. 3. Спектральная плотность  max

, ,x
S x y f  максимального нормального 

напряжения в направлении оси Ox  в центре пластины 2 ,x a  2y b  

Таблица 5 

Усталостная повреждаемость в центральной точке пластины 

Метод 
10, 10 ,

2 2


 
 
 

a b
D  

0 x yT T  

10, 10 ,
2 2


 
 
 

a b
D  

3000 Н/м, 0 x yT T  

Аналитическое решение 
Тимошенко 2,453919 1,842228 
Кирхгофа 2,454701 1,842811 

MSC Nastran 
Матрица масс:   
несогласованная 2,418940 1,807517 
согласованная 2,446076 1,827596 
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Средние относительные отклонения результатов, полученных  
с использованием различных аналитических моделей и конечно-
элементных подходов приведены в табл. 6. Относительное отклоне-
ние двух произвольных величин A и B вычисляется по формуле 
  100 %.A B A   

Таблица 6 

Средние относительные отклонения результатов анализа пластины, % 

Методы Собственные  
частоты ,

2 2


 
 
 w

a b
 

max
,

2 2
 
 
 x

a b
 ,

2 2
 
 
 

a b
D  

Тимошенко и Кирхгофа –0,03 0,02 < –0,01 –0,03 
Согласованная и несо-
гласованная матрицы 
масс 

1,59 0,19 0,19 1,10 

Тимошенко и несогла-
сованная матрица масс 0,92 –0,21 0,44 1,65 

Тимошенко и согласо-
ванная матрица масс –0,69 –0,41 0,26 0,56 

 
Следует заметить, что аналогично рассмотренным колебаниям 

балки, в табл. 6 указаны средние результаты для преднагруженной 
и не преднагруженной пластины. 

При анализе пластины с помощью конечно-элементного решения 
получилась оценка «снизу». Аналитическое решение в центре пла-
стины оказалось менее податливым по сравнению с численным. 

Заключение. Для предрастянутой шарнирно опертой прямо-
угольной пластины выполнено сравнение аналитического и числен-
ного решений задачи случайных колебаний. Аналитическое решение 
получено с учетом сдвигов и без их учета, численное решение — 
в комплексе MSC Nastran с использованием согласованной и несо-
гласованной матриц масс. Анализ усталости пластины проводится 
с применением одномоментного метода. 

В задаче о собственных колебаниях сравниваемыми величинами 
выбраны собственные частоты колебаний, а в задаче о случайных ко-
лебаниях — прогиб, напряжение и усталостная повреждаемость 
в центральной точке конструкции. 

Как и в случае стержня [[5]], усталостная повреждаемость пред-
варительно растянутой пластины получилась ниже, чем у конструк-
ции без такой преднагрузки. Напряжения от растяжения при выбран-
ных условиях задачи оказались значительно меньше изгибных. 
Поэтому возрастание собственных частот, обусловленное повышени-
ем жесткости пластины, повлияло сильнее, чем добавление напряже-
ний от растяжения. 
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При расчете среднеквадратичных отклонений напряжений с по-
мощью конечно-элементного анализа пластины получены значения 
в узлах элементов, вычисленные с помощью билинейной интерполя-
ции значений в гауссовых точках, а при расчете усталостной повре-
ждаемости использованы спектральные плотности напряжений 
в центрах элементов. 

При сравнении численного и аналитического решений задачи 
случайных колебаний для балки [[5]] получилась консервативная 
оценка с относительным отклонением сравниваемых величин не бо-
лее 1 %. В случае пластины оценка оказалась неконсервативной,  
однако результат также достаточно точный, с относительным откло-
нением не более 2 %.  

Таким образом, результаты проведенных численных эксперимен-
тов демонстрируют высокую точность использованной методики: от-
носительное отклонение сравниваемых величин не превысило 2 %. 
Это свидетельствует о том, что методика является эффективной для 
решения инженерных задач анализа прочности и усталости кон-
струкций. 
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Random response analysis of preloaded metal designs  
using the MSC Nastran software package. Part 2 
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The paper presents computation in the MSC Nastran software package of a stretched 
metal plate with the material linear elastic model in regard to its resistance to the ran-
dom vibration loading. An analytical solution to this problem is obtained for two models 
of plate bending, taking into account the shears and neglecting them. The analytical and 
numerical (finite element method) solutions are compared. In the problem of natural vi-
brations, the compared values are the natural vibration frequencies, and in the problem 
of random vibrations — deflection, stress and fatigue damage in the central point of the 
plate structure. Results of computing the fatigue damage are meeting the requirements in 
solving the dynamic strength engineering problems, since they are of sufficiently high ac-
curacy. Thus, relative deviation in the compared values is no more than 2%.  
 
Keywords: random vibration, transverse vibrations, preloading, plate, analytical solu-
tion, finite element method, fatigue damage 
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