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Рассмотрено решение задачи поиска максимального линейного уско-
рения схвата манипулятора с произвольной кинематической схемой. 
Ускорения определяются для каждой допустимой конфигурации ма-
нипулятора, при этом учитываются ограничения, накладываемые на 
скорости и ускорения, развиваемые в сочленениях. Для решения ис-
пользуются методы теории оптимального управления для дискрет-
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Задача поиска максимальных линейных ускорений схвата манипу-
лятора или некоторого объекта, тем или иным способом соединенного 
со схватом, представляет значительный интерес. Одно из приложений, 
где эта задача чрезвычайно важна – выполнение транспортных опера-
ций манипулятором, в схвате которого находится переносимый груз. 
Напряжения, возникающие в конструкции в процессе движения, зави-
сят от многих факторов. Среди таковых определяющим, безусловно, 
является ускорение, с которым перемещается схват или произвольно 
выбранная точка (для линейных ускорений) твердого тела, неподвиж-
ная относительно схвата. Знание ускорений в этой точке позволяет 
вычислить распределение линейных ускорений всех точек конструк-
ции, а также оценить возникающие в процессе движения напряжения в 
элементах переносимой конструкции. В том случае, когда напряжения 
превышают допустимые и, следовательно, могут привести к поломке 
конструкции, соответствующее перемещение следует считать недопу-
стимым. 

Задачи такого типа возникают, например, в автомобильной про-
мышленности при выполнении манипулятором транспортных опера-
ций по переносу тяжелых элементов конструкции автомобиля с ис-
пользованием специальных приспособлений. Эти приспособления 
должны быть, с одной стороны, легкими, а с другой − обеспечивать 
безопасную транспортировку элементов к сборочным позициям. При 
этом следует иметь в виду, что производительность сборочного кон-
вейера напрямую связана со скоростью выполнения сборочной опе-
рации. Поэтому манипулятор должен двигаться настолько быстро, 
насколько это возможно. 



ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2012 45

Постановка задачи. Рассмотрим N-звенный манипулятор с про-
извольной кинематической схемой (далее, для определенности,  
будем рассматривать манипулятор с вращательными звеньями). По-
ложение схвата s, включающее его ориентацию и декартовы коорди-
наты начала связанной со схватом системы координат, задаются со-
отношением [1]:  

 s = f(q), (1) 

где q = (q1, q2, … , qN)Т − вектор обобщенных (угловых) координат.  
Двукратное дифференцирование соотношения (1) приводит к вы-

ражению для ускорений схвата w: 

 w = ( ) ( )J J+q q q q��� � , (2) 

где  w = (εT, aT)T – 6x1-вектор ускорений, при этом ε – 3x1-вектор уг-
лового  ускорения, a – 3х1-вектор линейного ускорения; J(q) – 6хN-
матрица Якоби; ,q q� ��– векторы скоростей и ускорений в сочленениях. 

Здесь необходимо сделать два замечания. Во-первых, в качестве 
схвата может выступать любое твердое тело, жестко присоединенное 
к последнему звену манипулятора, при этом сохраняется определен-
ная свобода в выборе связанной системы координат. Во-вторых, со-
отношение (2) можно декомпозировать, сформировав отдельно вы-
ражения для углового и линейного ускорений: 

 ε = ( ) ( ) ;J Jε ε+q q q q��� �  (3) 

 a = ( ) ( )a aJ J+q q q q��� � , (4) 

где 3хN-матрицы Jε (q) и Ja(q) являются соответствующими блоками 
матрицы Якоби J(q). Соотношения (2) или (3) и (4) позволяют вычис-
лить ускорения схвата при заданных векторах q, ,q q� �� . 

Обозначим через  
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области, которым принадлежат обобщенные координаты, скорости и 
ускорения i-го подвижного сочленения. Соответствующие величины, 
задающие эти области, определяются конструктивными параметрами, 
а также свойствами приводов сочленений и являются известными. 
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Далее рассмотрим только линейные ускорения. Обозначим квад-
рат длины вектора линейного ускорения схвата 

 a2 = aTa = ( ) ( ) ( )T T TT T T2 0.a a a a a aJ J J J J J+ + ≥q q q q q q� � �� � � �� �� ��  (5) 

Тогда задача состоит в поиске максимума скалярной функции, зада-
ваемой соотношением (5): 

 ( )2 2
max ,

( ) max ,( , , )a=
q q

a q q q q
� ��

� ��
 

   

а также в нахождении значений * *q , q� �� , на которых этот максимум до-
стигается: 

 ( )( ) ( )* *q q , q q� ��  = arg ( )2max ,( )a
q, q

q, q, q
� ��

� ��   

и соответствующего вектора ускорения 

 ( ) ( )* * *a q = a q, q , q� ��   

в каждой точке пространства обобщенных координат Q = Q1× Q2× … 
…× QN. При этом поиск осуществляется в многомерном пространстве  

1 2 1 2 .N NU Q Q Q Q Q Q Q Q= × = × ×…× × × ×…×� �� � � � �� �� ��  

В вычислительном смысле решение поставленной задачи являет-
ся весьма сложным. Так, для шестизвенного манипулятора необхо-
димо искать максимум функции 12 переменных в каждой точке ше-
стимерного пространства. 

Применение методов оптимального терминального управле-
ния. Воспользуемся известными рекуррентными соотношениями для 
скоростей и ускорений звеньев манипулятора [1] (как и выше, для 
определенности рассмотрим случай вращательных сочленений): 

 +1 +1= + ;i i i iqω ω z �  (6) 

 1 1 1= + + ;i i i i i i iq q+ + +×ε ε ω z z� ��  (7) 

 1 1 1 , 1 1 , 1  ( ) ,i i i i i i i i i+ + + + + += + × × + ×a a p pω ω ε  (8) 

где  i = 0, 1, 2, …, N − 1; , 1i i+p  – вектор, проведенный из начала i-й 
(связанной с механизмом) системы координат в начало (i + 1)-й си-
стемы координат; ω0 и ε 0 заданы (для манипуляторов с неподвижным 
основанием). 
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Подставим (6) и (7) в (8) и заменим все входящие векторные про-
изведения α × β на выражения α × β = Ω(α)β = –Ω(β)α, где Ω(α), Ω(β) 
– кососимметрические матрицы вида 
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Тогда после соответствующих преобразований система (6) – (8) 
примет вид 
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Введем фазовый 9х1-вектор  

 T T T T= ( )i i i ix aω ε   

и 2х1-вектор управления  

 T
1 1= (   ) .i i iq q+ +u � ��  (10) 

Тогда систему (9) можно представить в виде 

 xi + 1 = f(xi, ui), x0 = x0; (11) 

 ui ⊂ U. (12) 

Введем функционал 

 J = φ(xN) = T1
2 N Nx xΦ = 1

2 ( )2 2 2 ,xN yN zN+ +a a a  (13) 

где  Φ = diag(0 0 0 0 0 0 1 1 1) – вырожденная матрица. 
Таким образом, наша задача может быть сформулирована сле-

дующим образом: для нелинейной нестационарной дискретной  
динамической системы (11) найти допустимое управление (10), удо-
влетворяющее ограничениям (12) и переводящее систему из задан-
ного начального состояния в конечное за N шагов так, чтобы значе-
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ние функционала (13) было максимальным (напомним, что N – чис-
ло звеньев манипулятора). Это полностью совпадает с постанов- 
кой задачи оптимального терминального управления дискретной 
системой [2]. 

Для ее решения воспользуемся дискретным принципом максиму-
ма [3]. 

В соответствии с этим принципом уравнение для 9х1-вектора 
вспомогательных переменных λi имеет вид 

 λi =
T

i

i

f
x
∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂⎝ ⎠
λi + 1,   λN = 

T

.
Nx
ϕ∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (14) 

В нашем случае 

 λN = (0 0 0 0 0 0 axN ayN azN)T; (15) 
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где O3 − нулевая 3х3-матрица; E3 − единичная 3х3-матрица, а L(ωi) − 
3х3-матрица, содержит элементы, линейные по компонентам вектора ωi. 

Представим теперь λi в виде  

T T T T( ) .a
i i i i

ω ε=λ λ λ λ  

Тогда с учетом (15) и (16) уравнение (14) для λi будет иметь вид 

 
1

1 1 1

1 , 1 1 1 , 1 1

,

( ) ,

( (2 ( ) ( )) ( ) .

i i

i i i i i
a a
i i i i i i i i i i i

q

q L

ω ω

ε ε ω

ω ε

+

+ + +

+ + + + + +

=

= −Ω

= + − Ω × + −Ω

z

z p p

�

�

λ λ

λ λ λ

λ λ ω λ λ

 (17) 

Нетрудно заметить, что с учетом краевых условий 0,N N
ω ε= =λ λ  

a
N N= aλ  решение системы (17) имеет вид 

 0, .a
i i i Naω ε= = =λ λ λ  (18) 

Функция Гамильтона Hi = T
1i i+ fλ  в нашем случае с учетом (18) 

выглядит следующим образом: 



ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2012 49

 

(
)

T
, 1 , 1 +1

2 2 2
, 1 , 1 +1 , 1 +1

2
+1 +1 +1 +1 +1 +1

( ) 2 ( )= 

( ) ( ) ( ) )

α + + + .

i i i i i i i i ii N

i i i i i i i i i i i

i i i i i i i

qH

q q

q q qβ γ δ

+ +

+ + +

−Ω − Ω × +

=+ Ω +Ω +Ω

=

a p ε z p ωa

ω p z p z p

�

� ��

� � ��

  (19) 

Из выражения (19) видно, что максимум функции Hi по компо-
ненте 1iq +��  вектора управления достигается, когда 1iq +��  принимает од-

но из своих граничных значений: max
1iq +��  или min

1iq +�� . Что касается ком-
поненты +1iq� , то максимум достигается либо в граничных точках 

max
1iq +�  или min

1iq +� , либо в точке *
1iq +�  = −αi + 1 / 2βi + 1, если она является 

внутренней точкой этого отрезка и βi + 1 ≠ 0 (числа αi + 1 и βi + 1 задают-
ся соотношением (19)). Отсюда следует, что максимум ускорения до-
стигается в одной из точек, лежащих на гранях гиперпараллепипеда U, 
координаты которых принадлежат множеству 

M = min max min max *{ , , , , }.i i i i iq q q q q�� �� � � �  

Полученный результат существенно сужает область поиска экстре-
мума. 

Заключение. В работе рассмотрено решение весьма важной с 
практической точки зрения задачи, связанной с поиском максималь-
ного ускорения схвата манипулятора при выполнении технологиче-
ских операций. Предложенный метод позволяет существенно пони-
зить вычислительную сложность алгоритма поиска. Продолжение 
работ в этом направлении связано с верификацией и созданием си-
стемы моделирования для манипуляторов с различными кинематиче-
скими схемами. 
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