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Предложен энергетический метод для расчета расщепления частоты собственных 
колебаний резонатора микромеханического гироскопа кольцевой формы. Известно, 
что расщепление собственной частоты, на которой работает прибор, приводит 
к существенному снижению его точности, поэтому знание величины расщепления 
важно для практики. Традиционным способом расчета расщепления является ис-
следование дифференциальных уравнений колебаний динамически несимметричного 
упругого кольца в сочетании с методом возмущений. Вместо анализа дифференциаль-
ных уравнений предложено рассчитывать расщепление на основе выражений для 
потенциальной и кинетической энергий вибрирующего кольца. Математический 
аппарат при этом значительно упрощается, так как вычисления сводятся к тра-
диционным матричным операциям. Выполнен анализ влияния дефектов резонатора 
на расщепление. Результаты успешно верифицированы по литературным источни-
кам.  
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Введение. Кольцевые резонаторы широко применяются в качестве 

чувствительного элемента в микромеханических гироскопах (ММГ) 
и твердотельных волновых гироскопах (ТВГ) [1, 2]. Указанные гиро-
скопы являются датчиками определения угловых скоростей и углов  
поворота. Как правило, ММГ и ТВГ объединяются в инерциальную-
навигационную систему (ИНС), состоящую из трех ортогонально 
расположенных гироскопов и акселерометра, а также вспомогательных 
элементов [3, 4]. В свою очередь, ИНС используется для автономного 
определения ориентации и перемещения объектов в инерциальном 
пространстве. Широкое применение ИНС нашли в системах с кратко-
срочной навигацией — в беспилотных летательных аппаратах [5], ро-
бототехнике [6], прецизионных станках [7], космических аппаратах [8], 
а также в устройствах, в которых не требуется высокая точность изме-
рений [9]: смартфонах, планшетах, «умных» часах и т. д. 

Преимущества ММГ и ТВГ заключаются в их низкой стоимости, 
простоте, технологичности, автономности, малых габаритах, низком 
энергопотреблении. К недостаткам ММГ и ТВГ относятся суще-
ственное влияние дефектов на точность измерений и ярко выражен-
ная зависимость погрешностей прибора от температуры, времени ра-
боты, давления и внешнего воздействия. Для оценки влияния 
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дефектов на качественные показатели работы ММГ и ТВГ необходи-
мо математически описать динамику неидеального резонатора гиро-
скопа, поскольку резонатор является основным рабочим элементом 
гироскопа и непосредственно от резонатора поступает информация 
о положении тела в инерциальном пространстве.  

Основной проблемой инерциальных датчиков определения угло-
вых скоростей, к которым относятся и кольцевые гироскопы, являет-
ся существенное накопление погрешности измерения в зависимости 
от времени запуска. По этой причине данный класс датчиков исполь-
зуется преимущественно в краткосрочной навигации и в устройствах, 
в которых не требуется высокая точность измерений [10]. 

Главной причиной низкой точности измерений кольцевых гиро-
скопов является сильная чувствительность резонатора гироскопа 
к дефектам и диссипации энергии. Вследствие различных дефектов, 
связанных с непостоянностью механических характеристик материа-
ла резонатора и технологическими нарушениями, возникает расщеп-
ление частот собственных колебаний резонатора (далее — просто 
«расщепление»), которое приводит к возникновению неестественной 
прецессии рабочей формы колебаний резонатора и, как следствие, 
к снижению точности инерциальных измерений [11]. Одним из мето-
дов уменьшения расщепления является балансировка гироскопа, ко-
торая назначается в соответствии с результатами исследования дина-
мики дефектного резонатора [12]. 

Цель данной работы — продемонстрировать энергетический ме-
тод (ЭМ) расчета расщепления собственных частот неидеального коль-
цевого резонатора ММГ или ТВГ. В качестве критерия для оценки  
качества измерений прибора выбрано расщепление, вызванное  
неидеальностью механических характеристик или неравномерным рас-
пределением плотности материала. Математическая модель строилась 
на традиционной расчетной схеме упругого кольца [13]. 

Математическая модель неидеального кольцевого резонато-
ра. Кольцевой резонатор микромеханического гироскопа (рис. 1)  
является тонкостенной осесимметричной оболочкой постоянного ра-
диуса с отношением толщины к радиусу от 1:100 до 1:20, поэтому 
для его описания могут быть использованы уравнения теории оболо-
чек. Однако размеры поперечного сечения резонатора существенно 
меньше его диаметра, поэтому вполне пригодной оказывается гораз-
до более простая расчетная схема криволинейного стержня с круго-
вой осью, которая и взята за основу в данной работе. 

Рассмотрим колебания тонкостенного кольца (рис. 2). 
При исследовании изгибных колебаний растяжимостью кольца 

можно пренебречь [13, 14], что приводит к условию нерастяжимости 
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Рис. 1. Основные элементы гироскопа 
с кольцевым резонатором: 

1 — резонатор; 2 — торсионы; 3 — электроды 
возбуждения; 4 — измерительные электроды 

Рис. 2. Расчетная схема резонатора: 
R —– радиус осевой линии сечения; v — 
окружное  перемещение;  w —  радиальное 

перемещение; φ — полярный угол 

 
Из уравнения (1) выразим радиальное перемещение w: 
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Угол поворота сечения кольца [14]  
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Из соотношений (2) и (3) следует, 
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Приращение кривизны осевой линии кольца æ равно производ-
ной угла поворота по дуге [13, 14]: 
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Для вывода дифференциального уравнения (ДУ) колебаний резо-
натора запишем выражения для кинетической и потенциальной энер-
гии системы и воспользуемся принципом Гамильтона. Кинетическая 
энергия динамической системы  
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где t — время;  — плотность материала; A — площадь поперечного 
сечения кольца. 
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Потенциальная энергия вычисляется через найденное выше при-
ращение кривизны: 
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где E — модуль упругости; J — момент инерции поперечного сече-
ния кольца относительно оси, перпендикулярной плоскости кольца. 

Из условия стационарности функционала действия (принцип Га-
мильтона [15]) могут быть получены ДУ движения кольца в частных 
производных: 

 
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Однако ДУ в частных производных для достижения целей данной 
статьи оказываются излишне общими. При определении собственных 
частот и форм достаточно принять, что движение происходит по гар-
моническому закону  

   , cos ,  v t v pt                                    (9) 

где  v  — амплитудное по времени значение v; p — круговая час- 

тота собственных колебаний. 
Подстановка выражения (9) в формулы (6) и (7) приводит к ам-

плитудным значениям кинетической и потенциальной энергий 
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Принцип Гамильтона при этом сводится к условию стационарно-
сти амплитудного значения действия  

  0.   T U                                           (11) 

Из выражения (11) следует обыкновенное дифференциальное 
уравнение для вычисления форм и частот собственных колебаний 
кольца 
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Аналогичное ДУ в иной форме получено в [2]. 
В случае постоянства параметров EJ и A по угловой координате  

уравнение (12) преобразуется к известному виду [2]: 
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В случае замкнутого кольца естественным решением ДУ (13)  
являются тригонометрические функции 

 cos , v B k                                      (14) 

где B — амплитуда колебаний;  — произвольная фаза. 
Подстановка формулы (14) в уравнение (13) дает известное из [2, 

13] аналитическое выражение для круговых частот собственных ко-
лебаний идеального кольца: 
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Для идеального кольца каждая из собственных частот (15) является 
кратной, что объясняется полной динамической симметрией (нет за-
висимости от фазы ). Если же один из параметров EJ, A или оба 
сразу начинают отклоняться от постоянного значения, то динамиче-
ская симметрия нарушается и вместо двух одинаковых частот полу-
чаются близкие, но разные частоты, т. е. собственная частота рас-
щепляется. Полученное выше ДУ (12) в сочетании с методом 
возмущений позволяет находить указанное расщепление [16]. Однако 
построение возмущенных операторов для ДУ (12) приводит в общем 
случае к чрезвычайно громоздким выкладкам. С целью избежать этих 
выкладок и был разработан указанный в названии статьи энергетиче-
ский метод.  

Энергетический метод. Полученное выше ДУ колебаний не- 
идеального кругового кольца (EJ  const, A  const) является чрез-
вычайно громоздким, особенно если возмутить его коэффициенты. 
Однако формулы (10) для амплитудных значений потенциальной  
и кинетической энергий не выглядят громоздкими. Поэтому весьма 
привлекательным оказывается вычислительный прием преобразова-
ния энергий (10) в матричную форму с полным отказом от построе-
ния ДУ. При этом вычисление расщепления сводится к операциям 
над матрицами [17]. 

Аналогично тому, как это сделано в работе [14], представим функ-
цию окружных перемещений отрезком тригонометрического ряда: 
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где n — наибольший номер удерживаемой гармоники; верхние индек-
сы помечают принадлежность к косинусу или синусу. 

Все переменные по окружности параметры (E(), A(), J(), ()), 
определяющие свойства кольца, тоже могут быть представлены сум-
мами вида (16). Например, напыление небольшого слоя материала на 
поверхность кольца, которое выполняется при балансировке, можно 
условно представить в виде неравномерного распределения плотности: 
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Коэффициенты разложения (16) образуют вектор состояния ме-
ханической системы, состоящий из (2n + 1) элементов: 

 т( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1 2 2, , , , ,  , , .       c c s c s c s

n nv v v v v v vY                  (18) 

Подстановка разложения (16) в формулы (10) с учетом представ-
ления параметров E(), A(), J(), () тригонометрическими сум-
мами вида (17) и вычисления определенных интегралов по  превра-
щает амплитудные значения энергий в квадратичные формы: 
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где  = p2 — характеристическое число; [M] — матрица масс; [K] — 
матрица жесткости. 

Элементы матриц [M] и [K] вычисляли символьным дифферен-
цированием после взятия интегралов по : 
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Характеристическое число  введено в выражения (19) для пере-
хода к стандартным обозначениям и методикам линейной алгебры. 
Отметим, что вычисление определенных интегралов по , необходи-
мое при переходе от формул (10) к формулам (19), выполнялось 
в аналитическом виде с привлечением процедур символьных преоб-
разований компьютерного математического пакета MATLAB [18]. 
Таким образом, выражения для матриц [M] и [K] были получены 
в символьном виде, поэтому некоторые последующие результаты 
также удалось представить в символьном виде.  
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Условие стационарности функционала действия (11) с учетом 
формул (19) приводит к стандартной задаче линейной алгебры на 
собственные значения: 

    0. K Y M Y                                    (21) 

Как известно, собственные значения  для однородной систе-
мы (21) определяются следующим характеристическим уравнением: 

    0. K M                                       (22) 

Таким образом, энергетический метод позволил свести определе-
ние собственных значений и далее расщепления к стандартной задаче 
линейной алгебры, которая весьма хорошо исследована. 

Численная реализация и верификация энергетического мето-
да. Для вывода символьных выражений коэффициентов матриц [M]  
и [K] и решения уравнения (22) были использованы стандартные про-
цедуры из пакета MATLAB для аналитических и численных вычисле-
ний с применением библиотек vpasolve, nsolve, int, diff, vpaintegral [18]. 

Верификация ЭМ выполнялась сопоставлением результатов ука-
занного метода с результатами альтернативных подходов. Рассмот-
рим кольцевой резонатор микромеханического гироскопа с парамет-
рами, приведенными ниже: 

Радиус срединной окружности R, мм ………………………………… 20 
Ширина поперечного сечения кольца h, мм …………...…………….. 0,5 
Высота поперечного сечения кольца b, мм ………...………………… 3 
Модуль Юнга E, Па ………………………………………...………….. 7·1010 
Средняя плотность 0, кг/м

3 ……………………..…………………….. 2210 
Коэффициенты функции плотности (), m (m  0), кг/м3 ………… 22,1 
 

Простейшая проверка предлагаемого метода состоит в вычисле-
нии собственных значений для идеального кольцевого резонатора 
(() = const = 0, A = const, EJ = const). Формула (15) для случая k = 2 
при этом приводит к известному результату: 

2 3

0 4 4
0 0

36 3
;    ,  .

125 5
    

 
EJ Eh bh

A bh J
AR R

                    (23) 

Разумеется, результаты вычисления 0 по (22) и (23) полностью сов-
пали.  

Более сложной является проверка предлагаемого метода при 
наличии только одной гармоники дефекта плотности () = 0 +  
+ mcos(m). Напомним, что в действительности плотность не изме-
няется по гармоническому закону вдоль дуги кольца, эта зависимость 
условно учитывает дополнительные массы, напыляемые на кольцо 
при балансировке гироскопа. Результаты аналитических вычислений 
представлены в табл. 1. 
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Таблица 1 

Верификация ЭМ для случая  = 0 + m cos(m) 

m 
Относительное расщепление max min

0

p p

p
 

ЭМ Альтернативный метод [16] 

1 0 0 

2 
2
2

2 2
0 220 2



  
 

2
2

2
020




 

3 0 0 

4 
0 4

2 2
0 4

30

100 9

 

  
 4

0

3

10




 

5 и более 0 0 

 
Вычисления выполнялись с количеством удерживаемых гармо-

ник n = kmax = 2m в разложении (16), так как дальнейшее увеличение n 

не изменяло результатов.  
Как видно из табл. 1, в случае удержания одной гармоники несо-

вершенства плотности ЭМ показывает хорошее соответствие с аль-
тернативным аналитическим решением. При этом следует отметить, 
что ЭМ дает более сложные, но более точные аналитические выра-
жения для расщепления. Очевидно, что оба столбца в табл. 1 совпа-

дут, если отбросить 2
2  и 2

4  с учетом малости этих слагаемых по 

сравнению с 2
0.  Указанное совпадение можно рассматривать как 

успех ЭМ. 
Рассмотрим более сложный случай одновременного учета в раз-

ложении плотности двух разных гармоник: 

   
1 2

0 1 2cos cos .      m mm m                     (24) 

Для случая (24) в работе [16] расщепление также удалось пред-
ставить в аналитическом виде, однако полученные в [16] формулы 
довольно громоздки, поэтому здесь не приведены. Так как символь-
ные выражения в данной статье показать невозможно, последующие 
расчеты были выполнены численно с применением библиотек пакета 
MATLAB [18]. Результаты численных экспериментов для случая (24) 
представлены в табл. 2.  

Вычисления выполнялись с количеством удерживаемых гармо-
ник n = kmax = max(2m1, 2m2) в разложении (16), так как дальнейшее 
увеличение n не изменяло результатов. 
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Таблица 2 

Верификация ЭМ для случая    
1 20 1 2cos cos        m mm m  

Номера гармоник 
дефекта плотности 

Относительное расщепление 

max min

0

p p

p
 Относительная  

погрешность, % 

1m  2m  Решение [16] ЭМ 

2 0 1,25  10–6 1,25000185  10–6 1,85  10–4 

4 0 1,5  10–3 1,500000135  10–3 1,35  10–5 

1 3 3,75  10–6 3,7500029  10–6 7,33  10–5 

1 5 1,25  10–6 1,250003235  10–6 2,6  10–4 

2 6 3,26087–7 1,5760895  10–6 – 

3 7 1,253799  10–7 1,2538011  10–7 2,1  10–4 

4 8 5,87  10–8 1,500003375  10–3 – 

5 9 3,11895  10–8 3,1189996  10–8 5  10–3 

6 10 1,81  10–8 1,810306576  10–8 3  10–2 

7 11 1,1228  10–8 1,122806059  10–8 6  10–3 

8 12 0,733325  10–8 0,733362  10–8 5,1  10–3 

 
Как видно из табл. 2, ЭМ обладает очень высокой точностью. По-

грешность ЭМ намного меньше погрешности измерительных прибо-
ров. В работе [16] проводилось сопоставление решений аналитиче-
ских и методом конечных элементов (МКЭ). При этом выяснилось, 
что в применении к рассмотренной задаче (случай m1 = 8, m2 = 12) 
погрешность МКЭ составляет около 5 %. Такой уровень погрешности 
вполне приемлем для оценки влияния дефектов, но не очень прием-
лем при проведении верификации, т. е. из табл. 2 следует, что ЭМ  
дает намного точнее результаты, чем МКЭ. 

При оценке влияния дефектов плотности в литературе обычно 
рассматривают каждую гармонику отдельно от других и полагают, 
что наибольший вклад оказывает 4-я гармоника дефекта плотности. 
Однако в работе [16] показано, что комбинация двух гармоник, удов-
летворяющих условию m1 = m2 + 4 (m2 ≠ 0), или сочетание (m1 = 1,  
m2 = 3) являются опасными. 

Кроме того, расчеты путем ЭМ подтвердили, что 4-я гармоника 4 
дефекта плотности  =  – 0 подавляет влияние других гармоник 
разложения  в тригонометрический ряд по , однако выяснилось, 
что комбинация (m1 = 2, m2 = 6) приводит к значительному увеличе-
нию расщепления (см. табл. 2). 
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Заключение. Предложен энергетический метод расчета расщеп-
ления частот собственных колебаний кольцевых резонаторов ММГ  
и ТВГ, который позволяет отказаться от сложного и громоздкого  
аппарата метода возмущений дифференциальных операторов и заме-
нить его намного более простым математическим аппаратом линей-
ной алгебры, включая матрицы, скалярные произведения, собствен-
ные значения и т. п. Энергетический метод успешно верифицирован 
по результатам, приведенным в работах других авторов.  
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Development and verification of the energy method  
in computing the natural oscillation frequency splitting  

in a gyroscope ring resonator 
© R.M. Kiselev, F.D. Sorokin 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russian Federation 
 
The paper proposes a new energy method to compute the natural oscillation frequency 
splitting in a ring-shaped micromechanical gyroscope resonator. It is known that split-
ting of a natural frequency used by the device in operation leads to a significant decrease 
in its accuracy; therefore, knowing the splitting value is important in practice. Tradition-
al methods used in the splitting computation include a study of the oscillation differential 
equations for a dynamically asymmetric elastic ring in combination with the perturbation 
method. Instead of analyzing the differential equations, the paper suggests to compute 
splitting based on the expressions for potential and kinetic energies of the oscillating 
ring. In this case, the mathematical apparatus is significantly simplified, since computa-
tion is reduced to the traditional matrix operations. The paper analyzes the resonator de-
fects influence on splitting. The results were successfully verified against the literary 
sources. 
 
Keywords: inertial navigation, micromechanical gyroscope, ring resonator, natural os-
cillation frequency splitting, measurement error 
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