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Построено новое замкнутое решение осесимметричной задачи для толстостенно-
го полого изотропного цилиндра в случае действия на его торцевой и внешней ци-
линдрической поверхностях нестационарной осесимметричной нагрузки в виде 
напряжений, нормальных к поверхностям нагружения. Нижняя грань цилиндра 
жестко закреплена (отсутствуют перемещения в радиальном и аксиальном 
направлениях), а верхняя грань мембранно закреплена в радиальной плоскости. За-
мкнутое решение построено при последовательном применении однокомпонент-
ного интегрального преобразования Фурье по аксиальной переменной и обобщенно-
го интегрального преобразования по радиальной координате. Для реализации 
данного подхода используется процедура приведения граничных условий по торцам 
цилиндра к смешанным расчетным соотношениям. Построенный алгоритм рас-
чета дает возможность определить напряженно-деформированное состояние 
цилиндра, а также проанализировать влияние вида нагрузок и их соотношения на 
поля перемещений и напряжений. 
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Введение. Классической задаче теории упругости, связанной  

с определением напряженно-деформированного состояния толсто-
стенного кругового цилиндра, посвящены многочисленные исследо-
вания. Вместе с тем даже в случае статического загружения построе-
ние аналитического решения связано с большими трудностями. 
Задача становится значительно сложнее при динамическом воздей-
ствии, поэтому в большинстве публикаций анализируется работа 
конструкций с вырожденной геометрией или выполняются более 
простые исследования, связанные с анализом установившихся вы-
нужденных [1, 2] и собственных [3–5] колебаний.  

В работах [1, 2] совместное использование решений для слоя и 
длинного цилиндра позволяет составить бесконечную систему алгеб-
раических уравнений для определения постоянных интегрирования. 
Ее решение дает возможность удовлетворить граничным условиям  
с заданной точностью. В работах [3, 4] исследования собственных 
значений позволяют точно удовлетворить граничным условиям на 
торцах цилиндра и приближенно — на его боковых поверхностях.  
В публикации [5] уравнения движения представляются в несвязанной 
форме, что позволяет существенно упростить решение задачи. 
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Благодаря развитию современной техники возрастает интерес  
к исследованию цилиндрических тел при действии тепловых и меха-
нических нагрузок. Здесь можно отметить работы [6–14], связанные  
с определением динамической реакции в коротких цилиндрах при 
нестационарном загружении. Исследования [6] посвящены определе-
нию напряженно-деформированного состояния упругого элемента 
при осесимметричном динамическом загружении в виде нормальных 
напряжений. В [7, 8] задействован алгоритм решения, при кото- 
ром точно выполняется лишь часть граничных условий на боковых 
поверхностях и торцах цилиндра. Для удовлетворения оставшихся 
краевых условий применяется система бесконечных алгебраических 
уравнений.  

В работе [9] при использовании конечного интегрального преоб-
разования построено точное решение осесимметричной динамиче-
ской задачи для полого цилиндра с произвольными граничными 
условиями и его криволинейных поверхностей. В статьях [10, 11] ис-
следуется напряженно-деформированное состояние жестко закреп-
ленного кругового диска при силовом и температурном воздействи-
ях, а в [12] определяют остаточные напряжения в термоупругом 
цилиндре в результате послойной наплавки. В исследовании [13, 14] 
нижнее основание цилиндра в радиальном направлении и боковая 
поверхность закреплены, а на верхнюю плоскость действует осесим-
метричная нормальная нагрузка. В [13] с помощью интегрального 
преобразования Ганкеля задача сводится к интегральному уравнению 
первого рода, решение которого записывается в виде ряда, а в [14] 
решение строится вариационным методом. 

В настоящей работе рассматривается динамическая осесиммет-
ричная задача для короткого консольно закрепленного цилиндра, вы-
полненного из изотропного материала. Особенность найденного ре-
шения заключается в том, что в отличие от полученных ранее 
аналитических результатов, которые точно удовлетворяли смешан-
ным граничным условиям на торцевых поверхностях, в приведенном 
алгоритме выполняется условие жесткого закрепления конструкции, 
а именно отсутствие перемещений. Новое замкнутое решение по-
строено с помощью обобщенного метода конечных интегральных 
преобразований [15]. 

Постановка задачи. Пусть полый круглый консольно закреп-
ленный цилиндр занимает в цилиндрической системе координат 

 , , r z  область   : , a r b  0 2 ,     0 
 z h . (Здесь и да-

лее верхний и нижний индексы в виде звездочки означают, что 
функция или переменная представлена в размерной форме). 

На ее торцевой   z h  и цилиндрической   r b  поверхностях 

задана осесимметричная нестационарная нагрузка 1 * *( , ),q r t  2 * *( , )q z t  
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в виде нормальных напряжений (рис. 1). Конструкция выполнена из 
изотропного материала при мембранном закреплении в радиальной 
плоскости ее торцевой поверхности. 

 

Рис. 1. Расчетная схема цилиндра 
 
Математическая формулировка рассматриваемой задачи в без-

размерной форме записывается следующим образом [16]: 
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где 0 0 0 0, , , U U W W  — известные в начальный момент перемещения  

и их скорости;  *
* * *, , ,U r z t   *

* * *, ,W r z t  — компоненты вектора пе-

ремещений; *t  — время; , ,  E  — плотность изотропного материа-

ла, коэффициент Пуассона и модуль упругости соответственно. 
Построение общего решения. Решение краевой задачи (1)–(4) 

строится методом разделения переменных по пространственным пе-
ременным. Для применения конечного интегрального преобразова-
ния по переменной z  необходимо сформулировать смешанные одно-
родные граничные условия. Для этого граничные условия при 0z  
представляются в виде 

0,z  3 3,


  

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 0,U                              (5) 

кроме того, используется следующее разложение: 

       1 1, , , , , , ,  W r z t W t H r z t w r z t                     (6) 

где      
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определяются в процессе решения задачи из условия (2) отсутствия 
вертикальных перемещений при 0.z  

В результате подстановки формулы (6) в выражения (1)–(5) фор-
мируется новая краевая задача относительно функций  , , ,U r z t  

 , ,w r z t  с однородными смешанными условиями по переменной .z  
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К преобразованной краевой задаче (1)–(5) применяют синус-  
и косинус-преобразования Фурье с конечными пределами по пере-
менной ,z  используя следующие трансформанты [17]: 
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В пространстве изображений Фурье получается следующая 
начально-краевая задача: 
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где  

     1 1 | 1 1 | 0 0 1 1 2 0 0
0

, , , , , , , , sin ,
h

H H r H r R Н H nF B B u u F B B u u j z dz      

     2 2 0 0 2 3 0 0
0

, , , , , , cos .
h

H H Н H nF B w w F B w w j z dz    

Повторяем процедуру приведения неоднородных граничных усло-
вий (10) к однородным при использовании следующих разложений: 
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Подстановка формул (12) в выражения (9)–(11) при выполнении 
условий  
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позволяет получить новую краевую задачу относительно функций 
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Краевая задача (14)–(16) решается обобщенным методом конеч-
ных интегральных преобразований [15] с неизвестными компонента-
ми вектор-функции ядра преобразований  1 , ,inK r   2 , :inK r  
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где in  — положительные параметры, образующие счетное множе-

ство  1, .i    

Согласно алгоритму метода конечных интегральных преобразо-
ваний, первое уравнение (14) и начальные условия (16) относительно 
функции HU  умножаем на  1 , ,inrK r  а второе уравнение (14)  

и оставшиеся начальные условия (16) — на  2 , .inrK r  Затем выпол-

няем интегрирование преобразованных уравнений в пределах  1, ,R  

складывая полученные уравнения и попарно — начальные условия. 
При использовании условия обращения в нуль внеинтегральных чле-
нов и операционного свойства [15] получаем систему задач относи-
тельно трансформанты  , , :inG n t  

     
2

2
2

, ,
, , , , ,


    in

in in in

d G n t
G n t F n t

dt
                (19) 

0,t   0 ,G G  0.
dG

G
dt

                                    (20) 

Общее решение уравнения (19) при начальных условиях (20) за-
писывается в виде  

     

   

0 0

1

0

, , cos sin /

, , sin ,

in in in in

t

in in in

G n t G t G t

F n t t d

      

      



             (21) 

где       
1

* *
0 0 1 0 0 1 2 0 0 2, , , , , , .H H H H H H

R

F G G F U U K F W W K rdr     
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Кроме того, с учетом граничных условий (15) получаем однород-
ную задачу относительно компонент ядра преобразования  1 , ,inK r  

 2 , :inK r  

 
 

2 2 2
1 1 1 2

2 22
1 2 2 1

0,

0;

in n n

in n n

dKd
K a j K a j

dr dr
dK

a j K a j K
dr

     

      
                     (22) 

1, ,r R  1 1
3 2 0,
    
 

n
dK K

a j K
dr r

 2
1 0, n

dK
j K

dr
              (23) 

где       
1

* *
0 0 1 0 0 1 2 0 0 2, , , , , , .H H H H H H

R

F G G F U U K F W W K rdr     

Система (22) приводится к следующему разрешающему уравне-
нию четвертого порядка относительно  1 , :inK r  

4 3 2
1 1 1

14 3 2 2

2 3     
 

n
d K d K d K

m
rdr dr r dr

 

1 11
2 13 2 4

3 3
0,n n

n
m mdK

m K
r drr r r

              
                  (24) 

которое раскладывается на коммутативные дифференциальные со- 
множители второго порядка 

2 2
2 2

12 2 2 2

1 1 1 1
0,in in

d d d dА D K
r dr r drdr r dr r

                  
      

       (25) 

где  

2
2 1 1

2 ;
2 4

in in
in in

m mА m    
2

2 1 1
2 ;

2 4
in in

in in
m m

D m     

  2
1 2

1
1

1
2 ;in

in n

a
m j

a

 
   

  2 2 2 2
1

2
1

.
n in in n

in

j a j
m

a

  
  

Приравнивая к нулю каждый сомножитель уравнения (25) в зави-
симости от отношения постоянных материала и собственных значе-
ний, получаем следующие частные случаи решения:  

2 0,inА     2 0 :inD   

         1 1 1 2 1 3 1 4 1, ;in in in in in in in in inK r С I A r С K A r С I D r С K D r       (26) 
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2 0,inА     2 0 :inD   

         1 1 1 2 1 3 1 4 1, ;in in in in in in in in inK r С J A r С Y A r С I D r С K D r       

2 0,inА     2 0 :inD   

         1 1 1 2 1 3 1 4 1, ,in in in in in in in in inK r С J A r С A r С J D r С Y D r      

где        ... , ... , ... , ...v v v vJ Y I K  — обыкновенные и модифицирован-

ные функции Бесселя первого и второго рода порядка v  [16]. 
Выражение для  2 ,inK r  определяется на основании зависи- 

мости, полученной в результате приведения (22) к (24): 

   
   

   

3 2
1 11

2 3 22 2
2

1 3
3 12 3

, ,2
,

,1 1
, ,

in in
in

n n in

in in
in in

d K r d K ra
K r

rdr dra j j

dK r m
m K r

dr rr r

  
   

 

               

     (27) 

где  2 2 1 2 2
3 1 1 2 .in in n nm a j a a j     

Подстановка    1 2, , ,in inK r K r   в граничные условия (23) поз-

воляет получить систему дифференциальных уравнений относительно 

1 4... .in inС С  Принимая без ограничения общности 1 1inС , из первых 

трех уравнений выражаются постоянные 2 3 4, , .in in inС С С  В результате 

оставшееся (четвертое) равенство представляет собой трансцендент-
ное уравнение для определения собственных значений :in  

   2
1

,
, 0,in

n in

dK R
j K R

dr


    

которые находят численным методом. 
Окончательные выражения для компонент вектора перемещений 

с учетом формул обращения (8), (18) и разложений (6), (12) имеют 
вид  

       2
2 1

1 1

2
, , , , , , ( , ) sin ,in in in n

n n

U r z t H r n t G n t K r K j z
h

 


 

 
    

 
   (28) 

       1 1 3
0

, , , , , ,




     n
n

W r z t W t H r z t H r n t  

   2
2

1

, , ( , ) cos .







   


 in in in n
i

G n t K r K j z  
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Выражения для  2 , , ,H r n t   3 , ,H r n t  определяются из условия 

упрощения правых частей дифференциальных уравнений (14) 1 2, :H HF F   

2 3
2 1 2 2 1

23
1 3 2 2 3

,

,

n n H

n n H

H
H a j H a j F

r r
H

a j H a j H F
r


   

 


    


                          (29) 

где  
2

1 1
3 1 2

0

cos .
h

H n
H H

F a j z dz
r z

  
       
  

Система (29) приводится к следующему разрешающему неодно-
родному уравнению: 

2 2
2 2

22 2

1 1
.n n Hj j H F

r r r rr r

     
            

                 (30) 

Здесь 1 3
1 3 2 1 .H

H H n H
F

F a F a j F
r

        
 

Общий интеграл уравнения (30) имеет вид 

     2 2 2, , , , , , ,NH r n t H r n t H r n t                        (31) 

где    2 2, , , , ,NH r n t H r n t  — общее решение однородного уравне-

ния (30) (без правой части) и частное решение неоднородного урав-
нения (30). 

Левая часть однородного уравнения (30) состоит их двух неком-
мутативных дифференциальных сомножителей второго порядка.  
В результате приравнивания к нулю первого сомножителя: 

2
2

22

1
0

  
     

nj H
r rr

 

получаем модифицированное уравнение Бесселя (здесь время t  являет-
ся параметром), решение которого имеет вид 

     2 1 0 2 0, , ( ) ( ) .n nH r n t D t I j r D t K j r                    (32) 

Для определения оставшихся частных решений для функции 

 2 , , ,H r n t  принимая во внимание выражение (32), формируем сле-

дующее неоднородное уравнения Бесселя: 

   
2

2
2 1 0 2 02

1
( ) ( ) .n n nj H D t I j r D t K j r

r rr

  
      

              (33) 
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Решение неоднородных уравнений (33) и (30) относитель- 
но  2 , ,NH r n t  осуществляется методом вариации произвольных по-

стоянных. Окончательные выражения для  2 , ,H r n t  и  2 , ,NH r n t

имеют вид 

     
       
       

2 1 0 2 0

3 1 0 2 0

4 3 0 1 0

, , ( ) ( )

( )

( ) ,

n n

n n

n n

H r n t D t I j r D t K j r

D t V r I j r V r K j r

D t V r I j r V r K j r

  

    
   







 

   2 6 0 7 0( ) ( ) ,N n nH V r I j r V r K j r        1 0 0( ) ,n nV r rI j r K j r dr    

 22 0( ) ,nV r rI j r dr    23 0( ) ,nV r rK j r dr     

 4 0( ) ,H nV r rF K j r dr  
 

 5 0( ) ,H nV r rF I j r dr    

     6 4 0 5 0 0( ) ( ) ( ) ,n n nV r r V r I j r V r K j r K j r dr       

     7 4 0 5 0 0( ) ( ) ( ) .n n nV r r V r I j r V r K j r I j r dr       

Используя зависимость, полученную в процессе приведения урав-
нений (29) к уравнению (30), получаем выражение для  1 , , :H r n t  

     1 1 1, , , , , , ,NH r n t H r n t H r n t                           (34) 

где  

   13 2 2 22 2
1 1 2 1 2 ,n n n

dH dHd
H a a j a j a j

dr dr dr

  
     

 
 

   13 2 2 22 2 3
1 1 2 1 2 2 1 .N N H

N n n n n H
dH dH dFd

H a a j a j a j a j F
dr dr dr dr

          
 

Подстановка выражений (31) и (34) в граничные условия (13) 
позволяет определить 1 4( )... ( ).D t D t  

Следует отметить, что при вычислении 1 7( )... ( )V r V r  модифициро-

ванные функции Бесселя аппроксимировались многочленами [18]. 
Определение функций  1W t  и  3 , ,q r t  с помощью которых  

удается удовлетворить условию (2) отсутствия вертикальных пере-
мещений в жестком закреплении, выполняется следующим образом:  

1) принимая во внимание линейность расчетных соотношений 
(1)–(4), а также теорему о суперпозиции решений, на первом этапе 
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рассматривают действие только внешней нагрузки 1 * *( , )q r t  или 

2 * *( , ).q z t  В этом случае применение функции  1W t  позволяет вы-

полнить условие закрепления одной точки упругой системы при 
0:z   

        2
1 1 3 2

0 1

1,0, 1, , , , ( ,1) ;n in in in
n i

W t H t H n t G n t K K
 



 

 
       

 
   

2) нормальные напряжения  3 , ,q r t  возникающие в жестком за-

креплении в результате действия нагрузки, аппроксимируются в виде 
зависимости 

    1
3 1

1

, .
N

p
p

p

q r t W t E r 


   

Постоянные pE  определяются при исследовании задачи совместного 

действия внешней нагрузки 1 * *( , )q r t  2 * *( , )q z t  и  3 ,q r t  из условия 

уравновешенности цилиндра в вертикальной плоскости  

   
1 1

1 3, , ,
R R

q r t rdr q r t rdr   

и равенства вертикальных перемещений  ,0,W r t  в  1N  точках  

в момент достижения нестационарной нагрузки 1 * *( , )q r t  2 * *( , )q z t  

амплитудных значений; 
3) на последнем этапе повторно определяется функция  1W t   

в случае действия внешней нагрузки и нормальных напряжений  
в жестком закреплении из условия равенства нулю вертикальных пе-
ремещений в защемлении в одной точке, что автоматически приводит 
к выполнению условия отсутствия перемещений при 0z  в  1N  

точках. 
Данный подход по определению функции  3 ,q r t  справедлив 

при действии гармонической и ударной нагрузки, а также стационар-

ного воздействия   1 const .W t   В случае сложного нестационарно-

го внешнего воздействия всегда можно определить постоянные pE   

в разные моменты времени и в результате аппроксимации получен-
ных результатов представить их в виде функций  .pE t  
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Численные результаты расчета. В качестве примера рассмот-

рим колонну  1,5м, 0,1м, 0,05м ,h b a     выполненную из бето-

на, который имеет следующие механические характеристики: 
102,7 10E    Па, 0, 2,v   2400   кг/м3. 

На торцевой поверхности конструкции  z h   действует равно-

мерно распределенная гармоническая нагрузка  1 ,q r t    2 , 0 ,q z t   

которая в безразмерной форме определяется следующим образом: 

     1 0, sin ,q r t q r t   

где  0 ,q r   — амплитудное значение и частота вынужденных коле-

баний в безразмерной форме. 
Графики изменения перемещений  , , ,U r z t   1, ,W z t  и компо-

ненты тензора напряжений  , ,zz r z t  по аксиальной координате  

в случае действия постоянной нагрузки    1 0 0,  q r t q r q  показаны 

на рис. 2 и 3. 
На рис. 2 цифрами 1 и 2 обозначены изменения радиальных  

перемещений при 1, ,r R  а цифрой 3 —аксиальных перемеще- 
ний при 1.r   На рис. 3 представлены изменения нормальных 

напряжений zz  в безразмерной форме    
2
4

, ,
, , zz

zz

r z t
r z t

a

 
   

 

3 ,
U U W

a
r r z

            
 полученные с помощью разработанного  

алгоритма (1) и численного расчета (2) методом конечных элементов 
при использовании программного комплекса ANSYS. 

 

Рис. 2. Изменение перемещений по аксиальной координате: 
— (1, , );1 U z t  — ( , , );2 U R z t  — (1, , )3 W z t  
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Рис. 3. Изменение нормальных напряжений zz  по аксиальной координате: 

1 — аналитический расчет; 2 — численный расчет 
 

Численный расчет в программном комплексе ANSYS проводился 
в модулях Static Structural (для статической задачи) и Transient 
Structural (для динамической задачи). Для геометрической модели 
цилиндра сетка конечных элементов была создана с размером 0,02 м, 
что обеспечило сходимость результатов численного решения. 

Результаты расчета показали, что: 
– при рассматриваемом внешнем воздействии вертикальные пе-

ремещения существенно выше радиальных. При этом  1, ,W z t  по 

высоте цилиндра изменяется по линейной зависимости и практиче-
ски не изменяется по радиальной переменной, что объясняется не-
большими значениями касательных напряжений ;rz  

– в процессе деформирования в основной части цилиндра толщи-
на его стенки увеличивается практически на одну и ту же величину; 

– скачок перемещений  , ,U r z t  и напряжений  , ,zz r z t  в чис-

ленных значениях вблизи торцевых поверхностей определяется их 
закреплением в радиальной плоскости при 0, ;z h  

– при статическом нагружении разница в нормальных напряжениях, 
полученных аналитическим и численным расчетами, достигает 4 %. 
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На рис. 4 и 5 приведены графики перемещений  1, ,W h t   

и  1, 2,U h t  по времени и амплитудные значения напряжений 

 , ,zz r z t  по высоте цилиндра при высокочастотном внешнем воз-

действии 0 0( ( ) ,q r q  11 2,    где 11  — первая частота собствен-

ных осесимметричных колебаний).  

 

Рис. 4. Изменение перемещений по времени: 

— (1, , );1 W h t  — (1, 2 , );2 U h t  1 0— ( , ) sin( )3 q r t q t  ) 

 

Рис. 5. Изменение напряжений ( , , )zz r z t  по аксиальной переменной: 

— (1, , );zz1 z t  — ( , , )zz2 R z t  
 

Здесь можно отметить следующее: 
– амплитудные значения перемещений и внешнего воздействия 

смещены по времени относительно внешней нагрузки вследствие 
учета инерционных характеристик упругой системы. Кроме того, 
максимальные значения вертикальных перемещений  1, ,W h t  при 

высокочастотном воздействии существенно выше соответствующих 
значений, полученных при действии статической нагрузки; 

– изменения напряжений по аксиальной координате при высоко-
частотном (см. рис. 5) и статическом (см. рис. 3) воздействии суще-
ственно различаются по характеру. При этом «пульсирующий» ха-
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рактер диаграмм «  , ,zz r z t  — z» (см. рис. 5) объясняется наложе-

нием волн деформирования и учетом собственных колебаний упру-
гой системы; 

– различие в результатах, полученных аналитическим и числен-
ным методами, в случае действия динамической нагрузки становится 
существенной и достигает 30 %. Данное расхождение объясняется 
сложным характером деформирования конструкции во времени при 
высокочастотном гармоническом воздействии, которое в полной ме-
ре не удается описать с помощью используемых модулей численного 
расчета.  

Заметим, что при действии внешней нагрузки в виде гладкой 
функции по радиальной и аксиальной координатам ряды, входящие  
в разложения (28), сходятся достаточно быстро, как правило, при 

1, ...,10,n   1, ..., 6i   (вычисление ряда заканчивается, когда числен-
ное значение последнего члена ряда составляет меньше 1 % от суммы 
предыдущих членов). В случае вычисления механических напряже-
ний сходимость рядов ухудшается и количество удерживаемых чле-
ном ряда (в среднем) увеличивается в 2 раза. 

Заключение. Разработанный алгоритм, позволяющий построить 
замкнутое решение для толстостенного консольно закрепленного 
упругого цилиндра в случае действия нагрузки в виде нормальных 
напряжений, можно использовать также при расчете рассматриваемой 
конструкции в случае учета произвольных осесимметричных гранич-
ных условиях на ее цилиндрических поверхностях. В частности, в слу-
чае действия касательных напряжений, закрепления в аксиальной  
и радиальной плоскостях. Кроме того, разработанный алгоритм можно 
использовать при решении несвязанной задачи термоупругости при 
известном температурном поле, а также в качестве тестовых результа-
тов при разработке численных методик расчета. 
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Dynamic Axisymmetric Problem of Elasticity  
for a Hollow Cantilevered Console-fixed Cylinder 
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A new closed-form solution of the axisymmetric problem for the thick-walled hollow iso-
tropic cylinder in the case of action on its edge and external cylindrical surface of un-
steady axisymmetric load normal to the loading surfaces. The bottom face of the cylinder 
is rigidly fixed (no displacements in radial and axial directions), and the upper face is 
diaphragmatically fixed in the radial plane. The closed-form solution is constructed by 
use of the one-component integral Fourier transform on the axial variable and general-
ised integral transform along the radial coordinate. In order to realise this approach, the 
procedure of converting the boundary conditions at the ends of the cylinder to mixed 
computational relations. The constructed calculation algorithm makes it possible to de-
termine the stress-strain state of the cylinder, as well as to analyse the influence of the 
type of loads and their relations on the displacement and stress fields. 
 
Keywords: unsteady axisymmetric problem of elasticity, round thick-walled cylinder, fi-
nite integral transformations. 
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