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В решаемой задаче внешним воздействием на маятник является вертикальная вы-
сокочастотная полигармоническая вибрация точки подвеса. При этом частоты 
составляющих гармоник некратны, что принципиально отличает задачу колебания 
маятника от классической постановки задачи в форме уравнения Хилла. В общем 
случае такое воздействие является нестационарным и апериодическим. Решение 
задачи вертикального полигармонического воздействия на устойчивость перевер-
нутого маятника осуществляется с помощью известного метода Н.Н. Боголюбо-
ва в два приближения с небольшим изменением. Движения маятника раскладыва-
ются на две составляющие — «медленную», с частотой порядка собственной, 
и «быструю», с частотами внешнего воздействия. Апериодичность процесса ис-
ключает возможность применения эффективного приема осреднения решения на 
периоде быстрых колебаний, поэтому вместо него используется повторная опера-
ция сегрегации движения. В результате решения получено уравнение для такого же 
медленного движения маятника, как и в случае периодического внешнего воздей-
ствия. Определены области устойчивости маятника при быстрых вибрациях. По-
казано, что при этом одновременно может произойти потеря устойчивости 
в окрестности устойчивого вертикального положения маятника вследствие па-
раметрического резонанса или даже нескольких резонансов (по крайней мере тео-
ретически) на комбинационных частотах внешнего воздействия. Полученные ре-
зультаты проиллюстрированы примером, содержащим их оценку с помощью 
численного моделирования. 
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устойчивость, параметрический резонанс 

 
Введение. Динамические эффекты, свойственные механическим 

системам под действием аддитивных и мультипликативных возму-
щений, известны давно. Первые результаты получены на основании 
исследования динамики физического маятника с изменяемыми пара-
метрами, или для такого случая, когда точка его закрепления совер-
шает вертикальные колебания. Маятник представляет собой простую 
систему с одной степенью свободы, что, как правило, дает возмож-
ность получать аналитическое решение. Динамическое поведение 
параметрически возбужденного маятника во многом аналогично по-
ведению и других более сложных систем, например многостепенного 
маятника. При этом динамику системы описывают уравнениями 
Е. Матье или Д. Хилла. В зависимости от свойств внешнего возбуж-
дения сложились два варианта рассмотрения данной задачи [1]. 
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1. Потеря устойчивости и динамическое поведение системы при 
воздействии в области низких частот. При этом возникают парамет-
рические и аддитивные резонансы. Известным результатом является, 
например, диаграмма Айнса — Стретта, где обозначены границы  
областей неустойчивости для маятника при вертикальном воздей-
ствии, имеющем форму синуса [2]. Такая задача в несколько иных, 
более общих постановках приведена в [3–6]. В работах [7, 8] изложена 
динамика линейной системы при двух периодических воздействиях, 
при которых возникают параметрические резонансы на частоте, рав-
ной разнице частот внешних воздействий.  

2. Принципиально другой результат проявляется тогда, когда час- 
тоты внешних воздействий существенно превышают собственную 
частоту системы. При этом положение маятника, расположенного 
вертикально (в перевернутом положении, что соответствует макси-
мальной потенциальной энергии), становится устойчивым. Первые 
результаты решения данной задачи были получены академиком 
П.Л. Капицей [9]. Основополагающие результаты, касающиеся про-
блемы повышения устойчивости механических систем посредством 
вибраций, были опубликованы В.Н. Челомеем [10, 11]. Для их полу-
чения был использован метод, разработанный Н.Н. Боголюбовым  
и развитый Ю.Л. Митропольским [12, 13]. Эти результаты были 
обобщены и применены для маятника со многими степенями свобо-
ды [14, 15]; эксперимент с маятником с тремя степенями свободы  
и теория его движения рассмотрены в [16].  

Значительный интерес представляет задача, ставшая по сути 
обобщением задачи о вертикальной вибрации маятника, а именно  
о «косой» вибрации, при которой угол направления вибрации отли-
чен от 0 и 2.  При этом возникает стационарное перемещение 
(«уход») маятника, что обнаруживается в появлении паразитных пе-
ремещений стрелок приборов и вращении гаек в незатянутых резьбо-
вых соединениях [12, 17].  

Очень важной особенностью результатов, полученных практиче-
ски во всех опубликованных работах, например в [18–20], было то, 
что они справедливы при условии периодичности внешних воздей-
ствий и в частности, синусоидальных. Если снять это ограничение, то 
количество вариантов динамического поведения параметрически 
возбуждаемых систем существенно возрастает и границы между 
двумя подходами стираются [21]. 

Цель настоящей работы — анализ влияния высокочастотных воз-
действий с некратными частотами на линейную механическую систе-
му, а также определение возникающих в результате этого эффектов. 

Решение задачи. Рассмотрим физический маятник (рис. 1), точка 
подвеса которого совершает вертикальные полигармонические коле-
бания: 
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где i  — амплитуды; ip  — некратные ча-

стоты; i  — номер воздействия; m  — ко-
личество воздействий; t  — время. 

Следует заметить, что в принятой по-
становке фазовые сдвиги, которые фор-
мально можно ввести в соотношение (1), 
фактически какой-либо роли не играют. 

Уравнение движения одностепенного 
маятника в относительной системе коор-
динат имеет вид 
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где n  — декремент затухания;  — собственная частота, 2 Mgl

J
   

(J  — момент инерции); 2 .i i ip g    

Уравнение (2) отличается от классического уравнения Хилла 
только некратностью частот, наличием диссипативного члена и нуле-
вой точкой. Используем допущения и схему решения рассматривае-
мой задачи, предложенные в ранее указанных работах, но с некото-
рым отличием, связанным со спецификой ее постановки. Считаем, 
что , .i il p i      Допустим, что движение маятника склады- 

вается из медленного 0  с частотами порядка   и быстрого i  

с частотами :ip  
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Подставим решение (3) в уравнение (2): 
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В первом приближении считаем, что 

1

sin 0,
m

i
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   

 

Рис. 1. Физический маятник: 
M  — масса; g  — ускорение 

свободного падения; l  — рассто-
яние от точки подвеса до центра 
тяжести;    —  угол  отклонения  

от вертикали 
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и тогда получаем 

 2 2
0 0 0 0

1

2 sin 2 cos sin 0.
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Потребуем, чтобы равенство (5) выполнялось раздельно для каж-
дой группы членов, имеющих одинаковые частоты:  

для медленного движения 

2
0 0 02 sin 0;n        

для каждого элемента суммы быстрых движений 

2
02 cos sin .i i i in p t                                (6) 

При нахождении решения уравнения (6) полагаем, что 0  изме-

няется незначительно, т. е. 0sin const.   Тогда  
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где i  — сдвиг фаз, которым также можно пренебречь, 2 .i in p    

Во втором приближении считаем, что 
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Следовательно, 
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Последовательно подставим сначала соотношение (8) в уравне-
ние (4), а затем — ., ,i i i     Тогда после громоздких, но про-

стых преобразований получим уравнение 
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При условии, что внешнее воздействие представляет собой поли-
гармонику в форме ряда Фурье, члены уравнения (9), содержащие 

сомножители  cos ,i jp p t  также являются высокочастотными. Для 

некратных частот это в общем случае несправедливо. Так же, как  
в первом приближении, оставим в уравнении (9) только члены с низ-
кой частотой, и тогда можем записать 
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Линеаризация уравнения (10) при условии малости 0  приводит 

к следующему результату: 
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Понятно, что вне зависимости решения от параметрических явле- 
ний необходимым условием устойчивости маятника в вертикальном 
положении является положительность коэффициента в скобках 
при 0.  Таким образом, условием устойчивости будет неравенство 

в виде 
22
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m
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i ii p r
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или, если вернуться к первичным обозначениям, в другом виде: 
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где 1J  — собственный момент инерции. 

Для выявления физического смысла этого неравенства будем счи-

тать маятник математическим без диссипации энергии, т. е. 2 ,J M l  
0.n   Тогда условие (13) можно преобразовать к виду 
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Соотношение (14), как и следовало ожидать, полностью анало-
гично условию устойчивости, полученному на основе уравнения 
Хилла. Оно означает, что для устойчивости маятника в вертикальном 
положении необходимо, чтобы суммарная кинетическая энергия виб-
рации была больше потенциальной энергии массы математического 
маятника, поднятой на высоту .l  

Введем следующие обозначения: 

22
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Тогда уравнение (11) приобретает следующий вид: 
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При 2m   его можно записать так: 
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где 12 21.b b b   

Видно, что уравнения (15) и (16) отличаются от уравнений Хилла 
и Матье только наличием диссипативных членов и некратностью  
частот внешнего воздействия. В общем случае, по крайней мере тео-
ретически, маятник может потерять вибрационную устойчивость  
одновременно на нескольких резонансных частотах в окрестности 
устойчивого вертикального положения. Парадоксальность такого ре-
зультата заключается в том, что повышение устойчивости и ее потеря 
могут происходить совместно. 

Получение и сопоставление результатов. Для иллюстрации по-
лученных результатов рассмотрим физический маятник со следую-
щими параметрами: 0,5 Гц, 0,065.n   

Аналитическое решение 0 ( ),t  полученное в работе, сопоставля-

лось с результатами численного моделирования ( )t  исходного урав-
нения движения. Расчеты осуществлялись с помощью программного 
пакета Wolfram Mathematica. На последующих графиках 0 ( )t  изоб-

ражен сплошной линией, ( )t  — пунктирной.  
Для определения частот внешнего воздействия, при котором маят-

ник примет устойчивое вертикальное положение, воспользуемся усло-
вием (12), которое было определено выше. Например, при возбуждении 
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системы двумя гармониками, которым соответствуют значения ча-
стот 1 2 110 Гц,p p p    (  — трансформированная собственная 

частота), а амплитуды 1 228 мм, 6 мм,     получаем 

2 22
1 2

1 1 2 2

0,324 1.
2 p r p r

  
    

 
 

Приведенное соотношение указывает на недостаточность вели-
чины энергии вибрации для удержания маятника в устойчивом вер-
тикальном положении. Следовательно, тело должно «упасть» и при-
нять устойчивое положение, соответствующее уровню минимальной 
потенциальной энергии. Следует принять во внимание также, что  
в данном случае нагрузка представляет комбинационную частоту 

2 1 ,p p    при которой в соответствии с (16) должны наблюдаться 

гармонические колебания с трансформированной собственной часто-
той .  Описанное выше поведение маятника представлено на рис. 2.  

 

Рис. 2. График движения неустойчивого в вертикальном положении маятника 
 
Теперь рассмотрим ситуацию, когда частотам внешнего воздей-

ствия также соответствуют две гармоники, которым задаются следую-
щие значения: 1 2 135 Гц, ,p p p    где   — трансформированная 

собственная частота, определяемая соотношением 

2 22
2 1 2

1 1 2 2

1 0,511 Гц.
2 p r p r

   
        

 

В этом случае параметрическое возбуждение также образует ком-
бинационную частоту 2 1 ,p p    которой соответствует резонансный 
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режим. Полученное действительное значение   символизирует 
устойчивость системы в вертикальном положении (энергия вибрации 
больше потенциальной энергии массы вертикального маятника). 
Описанное выше доказывает характер поведения маятника, пред-
ставленный на рис. 3. 

 

Рис. 3. График движения устойчивого маятника 
 
После затухания переходных процессов можно наблюдать гармо-

нические колебания с частотой ,  причем средние ошибки по ампли-
тудным значениям между численным и приближенным решением со-
ставляют 3, 25 %.   

Заключение. Вертикальное нестационарное полигармоническое 
воздействие, так же как периодическое при аналогичных условиях, 
обеспечивает устойчивость перевернутого маятника. Осреднение вы-
сокочастотных составляющих на периоде, что требуется в классиче-
ском методе Н.Н. Боголюбова, во втором приближении может быть 
заменено повторным разделением на медленное и быстрое. В окрест-
ности устойчивого вертикального положения возможно возникнове-
ние множественных параметрических резонансов на комбинацион-
ных частотах внешнего воздействия. 
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Stability and oscillations of an inverted pendulum  
under polyharmonic excitation  

with the aliquant harmonic frequencies 

© O.N. Tushev, E.K. Kondratyev 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russian Federation 
 
Vertical high-frequency polyharmonic vibration of the suspension point is the external 
action on a pendulum. The harmonic component frequencies are aliquant, which differs 
fundamentally from the classical problem statement in the form of the Hill equation. 
Thus, the action is generally aliquant and aperiodic. The problem is solved by the well-
known N.N. Bogolyubov method in two approximations with a small alteration. The pen-
dulum motion is decomposed into two components: “slow” with a frequency of the order 
of the eigenfrequency and “fast with the external action frequencies. The process aperio-
dicity excludes a possibility of using an efficient method of averaging the solution over 
the rapid oscillations period. Therefore, the repeated motion segregation is used instead. 
As a result, an equation is obtained for a slow motion of the same type as in the case of 
the periodic external action. The pendulum stability regions are determined under the 
rapid vibrations. The paper shows that stability could be lost simultaneously in vicinity of 
the pendulum stable vertical position as a result of the parametric resonance or even sev-
eral resonances (at least theoretically) on the external action combination frequencies. 
The results are illustrated with an example and their assessment is provided using the 
numerical simulation. 
 
Keywords: pendulum, polyharmonic, slow and fast motion, stability, parametric reso-
nance 
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