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Управление механическими системами в условиях дефицита управляющих пара-
метров является сложной задачей, для ее решения нет единых подходов. Один из 
возможных способов справиться с этой проблемой — преобразование динамиче-
ской системы, описывающей движение механизма, к нормальной форме Исидори.  
Показано, как такое преобразование позволяет решить задачу стабилизации че-
тырехзвенного перевернутого маятника. Предполагается, что в качестве управ-
ляющих воздействий рассматриваются крутящие моменты в шарнирах, соединя-
ющих соседние звенья. На основе идеи, предложенной в работе К. Шевальро, 
Дж. Гриззла и К. Муга, показано, что задача стабилизации неустойчивого поло-
жения равновесия маятника может быть решена на основе преобразования к 
нормальной форме после предварительного продолжения двух из трех управлений 
в системе. В качестве подтверждения работоспособности предлагаемого подхо-
да приведены результаты численного моделирования. 
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Введение. Управление механическими системами, в которых 

число степеней свободы совпадает с числом управляющих парамет-
ров, как правило, не является сложной задачей и в большинстве слу-
чаев может быть сведено к преобразованию системы в линейную 
управляемую систему [1] либо к декомпозиции системы на более 
простые подсистемы [2]. Если число управляющих параметров в ме-
ханической системе меньше числа степеней свободы, то задача 
управления в большинстве случаев становится нетривиальной и тре-
буется применять более изощренные приемы. Общих подходов  
к управлению механическими системами в таких случаях нет. В ли-
тературе известны приемы, применение которых помогает решить ту 
или иную задачу. К их числу относятся управление на основе исполь-
зования свойства пассивности [3, 4], метод обхода интегратора [5, 6], 
управление на основе преобразования к нормальной форме Исидо-
ри [7], управление с применением методов декомпозиции [8].  

К системам с дефицитом управляющих параметров относятся  
и многозвенные маятники, у которых в качестве управлений рас-
сматриваются крутящие моменты в шарнирах, соединяющих сосед-
ние звенья. Задача управления такими многозвенными механизмами 
остается актуальной, так как широко применяется в робототехнике,  
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в первую очередь, в задачах управления змееподобными [9, 10] и ша-
гающими [11, 12] роботами. 

При рассмотрении задачи управления четырехзвенным перевер-
нутым маятником предполагалось, что управляющих параметров три 
и ими являются крутящие моменты в шарнирах. Проблема управле-
ния подобным четырехзвенным механизмом возникает, например, 
при моделировании фазы одноопорного движения в задаче управле-
ния перемещением семизвенного двуногого шагающего робота [13].  
В этом случае четыре звена можно трактовать как стопу, голень, бедро 
опорной ноги и туловище. Для решения задачи стабилизации четырех-
звенного перевернутого маятника используется подход, предложен-
ный в работе [14], который основан на преобразовании динамической 
системы, описывающей движение маятника, к нормальной форме  
Исидори после предварительного продолжения двух из трех управле-
ний в системе. 

Предварительные сведения. При решении задачи стабилизации 
маятника будут использованы такие термины, как нормальная форма 
динамической системы, относительный порядок выхода и минималь-
но фазовая система. Для того чтобы вспомнить эти понятия, стоит 
рассмотреть аффинную стационарную систему  

=1

= ( ) ( ) , = ( ),
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i i
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1( ) = ( ( ), ..., ( )) ;nA x a x a x  

( ) =iB x т
1( ( ), ..., ( )) ;i inb x b x  , ( ); = 1, ; = 1, ;n

j ija b C R i m j n
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Пусть 0 
nx R  — положение равновесия системы (1), т. е. выпол-

нено равенство 0( ) 0.A x  Будем полагать, что в положении равно- 

весия 0x  выход y обращается в нуль, т. е. имеет место равенство 

0( ) 0.h x  Требуется решить задачу стабилизации положения равно-

весия 0x  системы (1). 

Системе (1) соответствует распределение 1= span{ , , }, mS B B  по-

рожденное управляющими векторными полями 1, ..., .mB B  Распределе-

ние S  называют инволютивным на открытом множестве , nM R  если 

для любых двух векторных полей 1,  2  S  на множестве M  выпол-

нено условие 1 2[ , ] ,   S  где 1 2[ , ]   — коммутатор векторных полей 

1  и 2.  
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Известно [7], что относительный порядок выхода = ( )y h x  в точ-

ке 0x  равен 1( , ..., ),mr r  если в окрестности точки 0x  выполнены ра-

венства ( ) = 0,k
j iB A h x  , = 1, ,i j m  = 0, 2,ik r  а матрица ( ) G x  

1
, 1,( ( ))
 ir

j i i j mB A h x  невырождена в точке 0.x  Данное определение 

имеет следующую трактовку. Относительный порядок выхода 
= ( )y h x  в точке 0x  равен 1( , ..., ),mr r  если: а) при последовательном 

дифференцировании выхода iy  в силу системы (1) управления впер-

вые появляются в производной порядка ,ir  = 1, ;i m  б) матрица ( ),G x  

составленная из коэффициентов при 1, ..., mu u  в выражениях для 
( ) ( )1
1 , ..., ,

r rm
my y  невырождена в точке 0.x  

Согласно [7], если относительный порядок выхода = ( )y h x   

в точке 0x  равен 1( , ..., ),mr r  то имеет место неравенство 1 ... ,  mr r n  

а функции  

1
1 2= ( ), = ( ), , = ( ), = 1, ri i i i

i i r ii
z h x z Ah x z A h x i m  

независимы в окрестности точки 0.x  

Введем обозначение 1= ... .  mr r r n  Из определения относитель-

ного порядка следует, что функции из набора  

2
1 2 1= { = ( ), = ( ), , = ( ), = 1, }

 ri i i i
i i r ii

F z h x z Ah x z A h x i m  

являются первыми интегралами распределения S. В наборе F содер-
жится r m  функций. Дальнейшие рассуждения предполагают вы-
полнение следующих двух условий: а) dim ( ) =S x m  для всех точек x  

из некоторой окрестности точки 0;x  б) распределение S инволютивно 

в окрестности точки 0.x  Если эти условия выполняются, то в окрест-

ности точки 0x  у распределения S существует n m  независимых 

первых интегралов. Обозначим через 1( ), ..., ( ) n rx x  первые инте-

гралы распределения S, независимые от функций из F. Рассмотрим 
замену переменных Ф, задаваемую соотношениями  

1
1 2= ( ), = ( ), , = ( ), = 1, , ri i i i

i i r ii
z h x z Ah x z A h x i m  

1 1= ( ), , = ( ).     n r n rx x  

Замену Ф всегда можно выбрать так, чтобы выполнялось равен-
ство 0( ) 0. x  
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Система (1) в новых переменных примет вид 

1 2 1
=1

= , , = , = ( , ) ( , ) , = 1, ,     
m

i i i i i
r r r i ij ji i i

j

z z z z z f z g z u i m  

1 1= ( , ), , = ( , ),      n r n rq z q z                             (2) 

1
1 1 1= , , = . m

my z y z  

Из невырожденности матрицы ( )G x  в точке 0x  следует, что  

в точке ( , ) 0 z  матрица , =1,( , ) = ( ( , )) ij i j mg z g z  является невырож- 

денной. 
Систему (2) называют нормальной формой системы (1) в окрест-

ности точки 0.x  Систему уравнений  

1 1= (0, ), , = (0, )      n r n rq q  

называют нулевой динамикой системы (2). Отметим, что нулевая ди-
намика описывает поведение системы (2) при условии ( ) 0.y t  Си-
стему (2) называют минимально фазовой, если положение равновесия 

= 0  ее нулевой динамики асимптотически устойчиво. В основе ре-
шения задачи стабилизации нулевого положения равновесия для ми-
нимально фазовых систем лежит следующее утверждение. 

Теорема [7]. Пусть система (2) минимально фазовая. Тогда 
управление  

1 1 1 11
1 1 1 1 11 11 1

1 1 1

( , ) ...( , ) ... ( , )

... = ... ... ... ... ,
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где ,i
jc  = 1, ,i m  = 1, ij r  выбраны так, что многочлены  ri  

1
2 1... ,ri i ii

ri
c c c       = 1,i m  являются гурвицевыми, стабилизирует 

положение равновесия = 0,z  = 0  системы (2). 
Постановка задачи. Рассматривается перевернутый маятник, со-

стоящий из четырех невесомых жестких звеньев, на конце каждого из 
которых закреплен груз. Полагаем, что iL  — длина i-го звена; im  — 

масса груза, находящегося на конце i-го звена; 1, 4.i  Соседние зве-
нья маятника соединены шарнирами. В качестве управлений рас-
сматриваются крутящие моменты 1u , 2u  и 3u  в этих шарнирах. Схе-

ма маятника изображена на рис. 1. 
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Рис. 1. Схема маятника 
 
Отметим, что указанный маятник имеет бесконечное число по-

ложений равновесия [14]. Задача заключается в том, чтобы разрабо-
тать алгоритм, позволяющий стабилизировать какое-либо из не-
устойчивых положений равновесия маятника. 

Уравнения движения. Обозначим звенья маятника римскими 
цифрами I,  II,  III  и IV.  Через 0P  обозначим закрепленный конец 

звена I,  а через 1,P  2 ,P  3,P  4P  — конечные точки звеньев I,  II,  III,  

IV  соответственно. Для описания положений маятника введем де-
картову систему координат с горизонтально направленной осью ,Ox  

вертикально направленной осью Oy  и с началом в точке 0P  (см. рис. 1). 

Для описания движения маятника воспользуемся уравнениями 
Лагранжа второго рода. Введем в качестве обобщенных координат 
четыре угла: 0q  — угол между осью Ox  и звеном I;  1q  — угол меж-

ду продолжением звена I  и звеном II;  2q  — угол между продолже-

нием звена II  и звеном III;  3q  — угол между продолжением зве- 

на III  и звеном IV.  Все углы отсчитываются в направлении против 
хода часовой стрелки. 

Для рассматриваемого маятника уравнения Лагранжа второго ро-
да принимают вид 

= , = 0,3.
 


  k

k k

d L L
Q k

dt q q
 

Здесь = L T  — функция Лагранжа, где T  — полная кинетическая 
энергия маятника, представляющая собой положительно определен-
ную квадратичную форму относительно обобщенных скоростей ,iq  

= 0,3:i  
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3

,
, =0

1
= ( ) ,

2   i j i j
i j

T d q q q  

т
, , 0 1 2 3( ) = ( ), , = 0,3, = ( , , , ) ,i j j id q d q i j q q q q q  

2 2 2 2
0,0 4 3 4 2 3 4 2 1 2 3 4 1( ) = ( ) ( ) ( )        d q m L L m m m L m m m m L  

2
1 4 4 1 2 3 3 3 4 1 2 3 32 ( cos( ) ( ) cos( ))       L L m q q q L m m q q m L  

2 4 4 2 3 3 4 3 2 4 3 4 32 ( cos( ) ( ) cos ) 2 cos     L L m q q m m L q m L L q  

1 2 2 3 4 12 ( ) cos ,  L L m m m q  

2 2 2 2
0,1 3 3 4 3 4 2 3 4 2 4 3 4 3( ) = ( ) ( ) 2 cos      d q m L m L L m m m L m L L q  

1 3 4 3 1 2 2 3 4 2 1(( ) cos( ) ( ) cos )      L m m L q q m m m L q  

2 4 4 2 3 3 4 3 22 ( cos( ) ( ) cos )    L L m q q m m L q  

1 4 4 1 2 3cos( ),  L L m q q q  

2 2
0,2 4 3 4 2 4 4 2 3 3 4 3 2( ) = ( ) ( cos( ) ( ) cos )     d q m L L L m L q q m m L q  

1 4 4 1 2 3 3 4 3 1 2( cos( ) ( ) cos( ))      L m L q q q m m L q q  

2
3 3 4 3 4 32 cos , m L m L L q  

0,3 4 1 1 2 3 2 2 3 3 3 4 4( ) = ( cos( ) cos( ) cos ) ,     d q L L q q q L q q L q L m  

2 2 2
1,1 4 3 4 3 4 4 3 4 3 2 3 4 2( ) = 2 cos ( ) ( )      d q m L L q m L m m L m m m L  

2 4 4 2 3 3 4 3 22 ( cos( ) ( ) cos ),   L m L q q m m L q  

2 2
1,2 4 3 4 3 4 4 3 4 3( ) = 2 cos ( )   d q m L L q m L m m L  

2 4 4 2 3 3 4 3 2( cos( ) ( ) cos ),   L m L q q m m L q  

1,3 4 2 2 3 3 3 4 4( ) = ( cos( ) cos ) ,  d q L L q q L q L m  

2 2
2,2 4 3 4 3 4 4 3 4 3( ) = 2 cos ( ) ,  d q m L L q m L m m L  

2,3 4 3 3 4 4( ) = ( cos ) ,d q L L q L m  2
3,3 4 4( ) = ;d q m L    — потенциальная энер- 

гия маятника, описываемая выражением  

1 2 3 4 1 0 2 3 4 2 0 1( ) = ( ) sin ( ) sin( )        q m m m m gL q m m m gL q q  

3 4 3 0 1 2 4 4 0 1 2 3( ) sin( ) sin( );       m m gL q q q m gL q q q q  
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g — ускорение свободного падения; kQ  — непотенциальная состав-

ляющая обобщенной силы, соответствующей координате ,kq  = 0,3;k  

ясно, что 0 = 0,Q  1 1= ,Q u  2 2= ,Q u  3 3= .Q u  

Непосредственные вычисления показывают, что уравнения Ла-
гранжа второго рода приводят к системе 

0,0 0 0,1 1 0,2 2 0,3 3 0

0,1 0 1,1 1 1,2 2 1,3 3 1 1

0,2 0 1,2 1 2,2 2 2,3 3 2 2

0,3 0 1,3

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) = 0,

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) = ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) = ,

( ) ( )

   
   
   


    
    
    
 

d q q d q q d q q d q q F q q

d q q d q q d q q d q q F q q u

d q q d q q d q q d q q F q q u

d q q d q 1 2,3 2 3,3 3 3 3( ) ( ) ( , ) = ,    q d q q d q q F q q u

         (3) 

где  

3
,

, =0

( )
( , ) = , = 0,3.

  
 

    k j
k j i

i k ki j

d q T
F q q q q k

q q q
 

Заметим, что все функции , ( ),i jd q  , = 0,3i j  не зависят от угла 0 ,q  

что свидетельствует о том, что кинетическая энергия механической 
системы не зависит от этой координаты (хотя и зависит от обобщен-
ной скорости 0 ).q  

Введем новые управления 1,v  2v  и 3,v  которые связаны с 1,u  2u  

и 3u  с помощью равенства  

 
1 1,1 1,2 1,3 0,1 1

2 1,2 2,2 2,3 0,2 0,1 0,2 0,3 2
0,0

3 1,3 2,3 3,3 0,3 3

1
= , ,

       
               

              

u d d d d v

u d d d d d d d v
d

u d d d d v

 

1 0,1
0

2 0,2
0,0

3 0,3

.

  
      

      

F d
F

F d
d

F d

 

Несложно проверить, что функция 0,0 ( )d q  положительна, а матрица  

 
1,1 1,2 1,3 0,1

1,2 2,2 2,3 0,2 0,1 0,2 0,3
0,0

1,3 2,3 3,3 0,3

1
= , ,

   
   

   
   
   


d d d d

D d d d d d d d
d

d d d d

 

невырождена ни при каких значениях ,q  поэтому приведенная заме-
на управлений является гладкой и обратимой. 
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Выполним указанную замену управлений в последних трех урав-
нениях системы (3): 

0,1 1,1 1,2 1,3 1

0,2 0 1,2 2,2 2,3 2

0,3 1,3 2,3 3,3 3

=

    
        

        


 



d d d d q

d q d d d q

d d d d q

 

 
1,1 1,2 1,3 0,1 1 0,1

0
1,2 2,2 2,3 0,2 0,1 0,2 0,3 2 0,2

0,0 0,0
1,3 2,3 3,3 0,3 3 0,3

1
= , , .

       
               

              

d d d d v d
F

d d d d d d d v d
d d

d d d d v d

 

После группировки слагаемых получим равенство  

0,1 1,1 1,2 1,3 1 1

0,2 0 1,2 2,2 2,3 2 2

0,3 1,3 2,3 3,3 3 3

=

     
         

         


 



d d d d q v

d q d d d q v

d d d d q v

 

 
0,1 1 0,1

0
0,2 0,1 0,2 0,3 2 0,2

0,0 0,0
0,3 3 0,3

1
= , , .

    
         

        

d v d
F

d d d d v d
d d

d v d

 

Сгруппировав слагаемые, содержащие столбец  т0,1 0,2 0,3, ,d d d   

и умножив равенство на положительную функцию 0,0 ,d  получим со-

отношение 

 
0,1 1

0,2 0,0 0 0,1 0,2 0,3 2 0

0,3 3

, , =

    
         

       


d v

d d q d d d v F

d v

 

1,1 1,2 1,3 1 1

0,0 1,2 2,2 2,3 2 2

1,3 2,3 3,3 3 3

= ,

   
     

     





d d d q v

d d d d q v

d d d q v

 

которое может быть переписано в виде  

 
0,1 1 1

0,2 0,0 0 0,1 1 0,2 2 0,3 3 0 0,1 0,2 0,3 2 2

0,3 3 3

, , =

    
             

       


    



d v q

d d q d q d q d q F d d d v q

d v q
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1,1 1,2 1,3 1 1

0,0 1,2 2,2 2,3 2 2

1,3 2,3 3,3 3 3

= .

   
     

     





d d d q v

d d d d q v

d d d q v

 

Выражение 0,0 0 0,1 1 0,2 2 0,3 3 0      d q d q d q d q F  есть левая часть пер-

вого уравнения системы (3), поэтому приходим к соотношению 

 
0,1 1 1 1,1 1,2 1,3 1 1

0,2 0,1 0,2 0,3 2 2 0,0 1,2 2,2 2,3 2 2

0,3 3 3 1,3 2,3 3,3 3 3

= 0,

       
              

             

 
 
 

d v q d d d q v

d d d d v q d d d d q v

d v q d d d q v

 

которое равносильно равенству 

 
1,1 1,2 1,3 0,1 1 1

0,0 1,2 2,2 2,3 0,2 0,1 0,2 0,3 2 2

1,3 2,3 3,3 0,3 3 3

= 0.

      
             

           





d d d d q v

d d d d d d d d q v

d d d d q v

 

Матрица  

 
1,1 1,2 1,3 0,1

0,0 1,2 2,2 2,3 0,2 0,1 0,2 0,3

1,3 2,3 3,3 0,3

=

   
   

   
   
   

d d d d

D d d d d d d d d

d d d d

 

невырождена, поскольку 0,0= ( ) , D d q D  поэтому последние три 

уравнения системы (3) принимают вид  

1 1 2 2 3 3= , = , = .  q v q v q v  

Преобразуем также первое уравнение системы (3). Учитывая со-
отношение, которым задается кинетическая энергия маятника, запи-
шем первое уравнение системы (3) в виде  

3

0,
0 0=0

= 0
   

     
 i i
i

d T
d q

dt q q
 

и учтем, что полная кинетическая энергия механической системы 
не зависит от обобщенной координаты 0.q  Вводя новую переменную 

состояния 0,0 0 0,1 1 0,2 2 0,3 3= ,      d q d q d q d q  получаем, что первое 

уравнение системы (3) распадается на два уравнения первого порядка:  

0,1 0,2 0,3
0 1 2 3

0,0 0,0 0,0 0,0 0

( ) ( ) ( )
= , = .

( ) ( ) ( ) ( )

 
    


    

d q d q d q
q q q q

d q d q d q d q q
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Учитывая ранее полученный вид последних трех уравнений си-
стемы (3), получим, что движение маятника описывается уравнениями 

0,1 0,2 0,3
0 1 2 3

0,0 0,0 0,0 0,0 0

( ) ( ) ( )
= , = ,

( ) ( ) ( ) ( )

 
    


    

d q d q d q
q q q q

d q d q d q d q q
 

1 1 2 2 3 3= , = , = .  q v q v q v                                (4) 

Здесь т
0 1 2 3 1 2 3( , , , , , , , )q q q q q q q     — состояние системы; 1,v  2 ,v  3v  — 

управления. Множество положений равновесия системы (4) — это 
множество состояний, удовлетворяющих системе равенств  

1 2 3
0

= 0, = 0, = 0, = 0, = 0.





  q q q
q

 

Таким образом, угловые координаты 0 ,q  1,q  2 ,q  3q  в положении рав-

новесия определяются из уравнения 0/ ( ) 0  q q , которое имеет 

вид 

1 2 3 4 1 0 2 3 4 2 0 1

3 4 3 0 1 2 4 4 0 1 2 3

( ) cos ( ) cos( )

( ) cos( ) cos( ) = 0.

       
       

m m m m L q m m m L q q

m m L q q q m L q q q q
        (5) 

Построение минимально фазовой системы, описывающей 
движение механизма. Чтобы преобразовать систему (4) к мини-
мально фазовой нормальной форме, воспользуемся следующими 
двумя наблюдениями. Во-первых, заметим, что производная по вре-
мени   переменной состояния   не зависит от 1,q  2 ,q  3q  и зависит 

только от угловых координат 0 ,q  1,q  2q  и 3.q  Это означает, что 

только в третьей производной   этой переменной возникнут управ-
ления 1,v  2v  и 3.v  

Во-вторых, следуя работе [14], рассмотрим функцию  

1
0,1 2 3

1 0
0,0 2 30

( , , )
( ) = ,

( , , )

q
d q q

p q q d
d q q


 

  

особенностью которой является то, что ее производная в силу систе-
мы (4) описывается выражением  

13
0,1 1 2 3 0,1 2 3

1 0 1
0,0 1 2 3 0,0 2 3=2 0

( , , ) ( , , )
= .

( , , ) ( , , )


  

     
q

k
kk

d q q q d q q
p q q q d

d q q q q d q q
 

Применяя правило дифференцирования интеграла по параметру, 
получим 
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0,2 1 2 3 0,3 1 2 3
1 2 3

0,0 1 2 3 0,0 1 2 3 0,0 1 2 3

( , , ) ( , , )
=

( , , ) ( , , ) ( , , )


    

d q q q d q q q
p q q

d q q q d q q q d q q q
 

1 1
0,1 2 3 0,1 2 3

2 3
2 0,0 2 3 3 0,0 2 30 0

( , , ) ( , , )
.

( , , ) ( , , )

  
   

     
q q

d q q d q q
q d q d

q d q q q d q q
 

Введем обозначения  

1
0,1 2 3 0, 1 2 3

1 2 3
0,0 2 3 0,0 1 2 30

( , , ) ( , , )
( , , ) = , = 2, 3.

( , , ) ( , , )


 

 
q

k
k

k

d q q d q q q
q q q d k

q d q q d q q q
 

Тогда  

1 2 1 2 3 2 3 1 2 3 3
0,0 1 2 3

= ( , , ) ( , , ) .
( , , )


   p q q q q q q q q

d q q q
 

Таким образом, 1p  не зависит от 1,q  а значит, зависимость от 

управления 1v  появится только в третьей производной функции 1.p  

Однако можно заметить, что 1p  зависит от 2q  и 3,q  поэтому 1p  бу-

дет содержать 2v  и 3.v  Введем новые управления 2 2= , v  3 3= v   

и рассмотрим функции 2 2= ,v q  3 3= v q  как новые переменные со-

стояния. Переобозначим 1 1, v  чтобы оперировать управлением 

1 2 3= ( , , )     с одинаковыми обозначениями для составляющих его 

компонент.  
Описанное расширение системы (4) приводит к системе 

0,1 0,2 0,3
0 1 2 3

0,0 0,0 0,0 0,0 0

( ) ( ) ( )
= , = ,

( ) ( ) ( ) ( )

 
    


    

d q d q d q
q q q q

d q d q d q d q q
 

1 1 2 2 3 3= , = , = ,    q q q                                  (6) 

у которой десять переменных состояния 0 1 2 3 1 2 3( , , , , , , ,   Q q q q q q q q
т

2 3, , )q q    и три управления 1,  2 ,  3.  Выберем в качестве выхода 

системы (6) набор функций [14] 

1 1 0 1 2 3 1 0 1 2 3 1= ( , , , , ) = ( ( , , , ) ) ,    ey q q q q K p q q q q p  

2 2 2 2 2= ( ) = ,  ey q q q  3 3 3 3 3= ( ) = ,  ey q q q  

где K  — некоторая положительная константа; 1 1 0 1 2 3( , , , );e e e e ep p q q q q  

0 ,eq  1 ,eq  2 ,eq  3
eq  — значения углов 0 ,q  1,q  2 ,q  3q  в стабилизируемом 

положении равновесия.  
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Поскольку только третьи производные функций 2y  и 3y  содер-

жат управления 2 ,  3  и функция 1y  зависит от 1p  и ,  то управле-

ния 1,  2 ,  3  впервые появятся в производных третьего порядка 

функций 1,y  2 ,y  3y  в силу системы (6). 

Непосредственное дифференцирование функций 1,y  2 ,y  3y  при-

водит к следующему результату: 

1 1 2 2 3 3 1 0 1 2 3 2 3
0,0 0

= = = ( , , , , , , ),
 

       


      y Kp K K q K q q q q q q q
d q

 

1 0 1 2 3= ( , , , , )  y q q q q  

2 2
0,0 0,132

2 3 12 2
1 1 1 0,0 0 10,0 0

      
            

  
d dK

K q K q q
q q q d q qd q

 

2 2
0,0 0,232

2 3 22 2
2 2 2 0,0 0 20,0 0

      
            

  
d dK

K q K q q
q q q d q qd q

 

2 2
0,0 0,332

2 3 32 2
3 3 3 0,0 0 30,0 0

      
            

  
d dK

K q K q q
q q q d q qd q

 

2 2 3 3 1 0 1 2 3 1 2 3 2 3= ( , , , , , , , , , ),           K q K q q q q q q q q q q  

2 2 2 2= = ( ),  y q q  2 2 2 2= = ( ),  y q q  3 3 3 3= = ( ),  y q q  3 3 3 3= = ( ),  y q q  

где   — некоторая функция, зависящая от 0 ,q  1,q  2 ,q  3q  и ,  вы-

ражение для которой не приводится из-за его громоздкости.  
Введем функцию 1 0 1 2 3= ( , , , ) p q q q q  и составим соотношения 

1 1
1 1 0 1 2 3 2 1 0 1 2 3 2 3= ( , , , , ), = ( , , , , , , ),z q q q q z q q q q q q       

1
3 1 0 1 2 3 1 2 3 2 3= ( , , , , , , , , , ),      z q q q q q q q q q  

2 2 2
1 2 2 2 2 2 3 2 2= ( ), = ( ), = ( ),    z q z q z q  

3 3 3
1 3 3 2 3 3 3 3 3= ( ), = ( ), = ( ),    z q z q z q   1 0 1 2 3= ( , , , ). p q q q q  

Дальнейшие рассуждения предполагают, что эти соотношения  
в окрестности стабилизируемого положения равновесия задают не-
вырожденную замену переменных состояния Ф. На этапе численного 
моделирования для конкретных значений констант , ,i iL m  = 1, 4i  бу-

дет показана невырожденность данной замены в окрестности вы-
бранного положения равновесия системы. 
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Для того чтобы записать систему (6) в новых переменных, вы-
числим производные по времени от функций 1

3,z  2
3 ,z  3

3z  в силу си-

стемы (6): 
1
3 1,1 1 2 1 2 3 2 3 1 2 3 3= ( ) ( , , ) ( , , ) ,       z f Q M K q q q K q q q   

2
3 2= ,z  3

3 3= ,z  

где ( )f Q  — некоторая функция, выражение для которой не приво-
дится из-за его громоздкости, 

2 2
0,0 0,132

1,1 2 3 2 2
1 1 1 0,0 0 10,0 0

= .
     

   
    

 
d dK

M K q K q
q q q d q qd q

 

В результате система (6) в новых переменных принимает вид 
1 1 1 1
1 2 2 3= , = , z z z z  

1
3 1,1 1 2 1 2 3 2 3 1 2 3 3 1= ( , )

= ( ( ) ( , , ) ( , , ) ) | , 
       

Q z
z f Q M K q q q K q q q  

2 2 2 2 2
1 2 2 3 3 2= , = , = ,  z z z z z                                (7) 

3 3 3 3 3
1 2 2 3 3 3= , = , = ,  z z z z z  

1 2 1 2 3 2 3 1 2 3 3
0,0 1= ( , )

= ( , , ) ( , , ) ,
( )  

 
   

 
  

Q z

p q q q q q q q q
d q

 

где через 1  обозначено отображение, обратное к отображению Ф. 
Составим матрицу из коэффициентов перед управлениями 1,  2  

и 3:  

1,1 2 3

1= ( , )

( ) ( )

( , ) = 0 1 0 .

0 0 1  

  
   
 
  Q z

M K q K q

g z  

Из вида матрицы g следует, что система (7) имеет относительный 
порядок выхода, равный (3, 3, 3) , в тех точках ( , ),z  в которых 

функция 1,1 1= ( , )
|  Q z

M  не обращается в нуль. В этих же точках 

определена замена управлений 

1 1,1 2 3 1

2 2

1 13 3= ( , ) = ( , )

= 0 0 1 0 ,

0 0 0 1    

        
              

            Q z Q z

w f M K K

w

w

     (8) 
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приводящая систему (7) к виду 

1 1 1 1 1
1 2 2 3 3 1= , = , = ,  z z z z z w  

2 2 2 2 2
1 2 2 3 3 2= , = , = ,  z z z z z w  

3 3 3 3 3
1 2 2 3 3 3= , = , = ,  z z z z z w                                 (9) 

1 2 1 2 3 2 3 1 2 3 3
0,0 1= ( , )

= ( , , ) ( , , ) .
( )

Q z

p q q q q q q q q
d q  

 
   

 
    

Найдем нулевую динамику системы (9). Приравнивание нулю 
всех компонент выхода y и их производных по времени приводит  
к равенствам 

1 1 2 2 2 3 3 3= ( ), = , = 0, = , = 0.    e e eK p p q q q q q q  

Отсюда получаем нулевую динамику системы (9):  

1 1 1
0,0 1= ( , )

= ( ).
( ) |  

  e

Q z

K
p p p

d q
 

Поскольку функция 0,0d  и число K  положительны, нулевая дина-

мика системы (9) является асимптотически устойчивой и, следователь-
но, система (9) является минимально фазовой.  

Отсюда вытекает, что для решения задачи стабилизации положе-
ния равновесия системы (9) достаточно подобрать управления 1,w  2w  

и 3w  как функции 1 1 2 2 3 3= ,  i i i i i i
iw c z c z c z  =1, 2, 3,i  переменных z 

так, чтобы полиномы 3 2
3 2 1,     i i ic c c  =1, 2, 3,i  были гурвицевы-

ми. Тогда система (9), замкнутая этим управлением, будет асимпто-
тически устойчивой в нулевом положении равновесия.  

Используя соотношение (8), можно найти управления 1,  2   

и 3,  стабилизирующие заданное положение равновесия системы (6). 

Для этого каждому текущему значению переменных состояния 
т

0 1 2 3 1 2 3 2 3= ( , , , , , , , , , )Q q q q q q q q q q       нужно сопоставить значение 

состояния в новых переменных ( , )z  с помощью соотношений,  
задающих замену Ф. Затем, воспользовавшись равенствами 

1 1 2 2 3 3= ,  i i i i i i
iw c z c z c z  =1, 2, 3,i  следует найти значения управлений 

1,w  2w  и 3,w  которые с помощью соотношения (8) позволят опреде-

лить значения управлений 1,  2  и 3.  
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Знание управлений = ( ), i i Q  = 1, 3,i  стабилизирующих поло-

жение равновесия системы (6), позволяет стабилизировать заданное 
положение равновесия и для системы (3). Для этого требуется расши-
рить систему (3) аналогично тому, как была расширена система (4): 
необходимо ввести новые управления 2 2= v  и 3 3= , v  а перемен-

ные 2q  и 3q  должны рассматриваться как новые переменные состоя-

ния. После описанного расширения системы (3) получим систему 

0,0 0 0,1 1 0,2 2 0,3 3 0( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) = 0,       d q q d q q d q q d q q F q q  

0,1 0 1,1 1 1,2 2 1,3 3 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) = ,       d q q d q q d q q d q q F q q u  

0,2 0 1,2 1 2,2 2 2,3 3 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) = ,       d q q d q q d q q d q q F q q u       (10) 

0,3 0 1,3 1 2,3 2 3,3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) = ,       d q q d q q d q q d q q F q q u  

2 2= ,q   3 3= .q  

Управления 1,u  2u  и 3u  в такой постановке будут выражаться че-

рез управление 1  и переменные состояния 2q  и 3q  посредством ра-

венства  

 
1 1,1 1,2 1,3 0,1 1

2 1,2 2,2 2,3 0,2 0,1 0,2 0,3 2
0,0

3 1,3 2,3 3,3 0,3 3

1
= , ,

        
               

              




u d d d d

u d d d d d d d q
d

u d d d d q

 

1 0,1
0

2 0,2
0,0

3 0,3

.

  
      

      

F d
F

F d
d

F d

                                      (11) 

Далее в систему (10) надо подставить вместо управлений 1,u  2 ,u  

3u  соотношения (11) и положить, что 1,  2 ,  3  задаются выраже-

ниями, стабилизирующими положение равновесия системы (6). По-
ложение равновесия полученной замкнутой системы будет асимпто-
тически устойчивым. 

Численное моделирование. Выберем массы грузов и длины зве-
ньев, равными  

1 = 1m  кг, 2 = 4m  кг, 3 = 1m  кг, 4 = 1m  кг; 

1 = 1,5L  м, 2 = 2L  м, 3 = 1L  м, 4 = 0,5L  м. 
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Выберем положение равновесия, подлежащее стабилизации. 
Уравнение (5) для определения величин 0 ,q  1,q  2q  и 3q  принимает 

вид 

0 0 1 0 1 2

0 1 2 3

10,5cos 12cos( ) 2cos( )

0,5cos( ) = 0.

     
   

q q q q q q

q q q q
 

Одним из решений данного уравнения является набор значений  

0 =
4

eq  рад, 1 =
2

eq  рад, 2 =
2


eq  рад, 3 =

2

eq  рад. 

Таким образом, численная реализация предложенного алгоритма 
будет решать задачу стабилизации положения равновесия 0= ( ,e eQ q  

1 ,eq  2 ,eq  3 ,eq  0 ,eq  1 ,eq  2 ,eq  3 ,eq  2 ,eq  т
3 )eq  системы (10), где 0 1=  e eq q  

2 3= = = 0 e eq q  рад/с, 2 3= = 0 e eq q  рад/с2. 

Константы , , = 1, 2, 3k
jc k j  в выражениях 1 1 2 2 3 3= k k k k k k

kw c z c z c z    

для стабилизирующих управлений kw  будем выбирать так, чтобы 

полиномы 3 2
3 2 1 ,k k kc c c       = 1,3k  имели корни 1 = 2,2;   

2 = 1,1 1,91 ;i    3 = 1,1 1,91i    (это корни фильтра Баттерворта, обес-

печивающего наиболее гладкие переходные процессы). 
Важным условием корректности использования описанного алго-

ритма являлись невырожденность замены Ф, а также неравенство нулю 
функции 1,1.M  В среде MATLAB были найдены значения функций 1,1M  

и det( / ) Q  в точке :eQ  1,1( ) = 7,8038 0, eM Q  

=
det( / ) | =  eQ Q

Q 60,8994 0.  Установленные неравенства подтвер-

ждают, что предложенный алгоритм может быть применен для стаби-
лизации положения равновесия .eQ  

Выберем начальное состояние (0) (0)
0= ( ,Q q  (0)

1 ,q  (0)
2 ,q  (0)

3 ,q  (0)
0 ,q  

(0)
1 ,q  (0)

2 ,q  (0)
3 ,q  (0)

2 ,q  (0) т
3 )q  системы (10), близкое к :eQ  

(0)
0 = 0,89q  рад, (0)

1 = 1,37q  рад, (0)
2 = 1, 47q  рад, (0)

3 = 1,77q  рад, 

(0) (0) (0) (0)
0 1 2 3= = = = 0   q q q q  рад/c, (0) (0)

2 3= = 0 q q  рад/c2. 

В результате интегрирования системы (10) в среде MATLAB  
с помощью встроенной функции ode45 на отрезке [0,40] с шагом 

= 0,1  были получены массивы ( )
=00{ } ,i n

iq  ( )
=01{ } ,i n

iq  ( )
=02{ } ,i n

iq  ( )
=03{ } ,i n

iq  
( )

=00{ } , i n
iq  ( )

=01{ } , i n
iq  ( )

=02{ } , i n
iq  ( )

=03{ } , i n
iq  ( )

=02{ } , i n
iq  ( )

=03{ } i n
iq  значений пе-

ременных состояния системы (10), = 401.n  Графики функций q0(t), 
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q1(t), q2(t), q3(t), 0q (t), 1q (t), 2q (t), 3q (t), полученных в результате ин-

тегрирования, представлены на рис. 2 и 3. Графики управлений 1( ),u t  

2 ( )u t  и 3( )u t  приведены на рис. 4. 

 

Рис. 2. Графики функций q0(t), q1(t), q2(t), q3(t) 

 

 

Рис. 3. Графики функций 0
q (t), 1

q (t), 2
q (t), 3

q (t) 
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Рис. 4. Графики функций u1(t), u2(t), u3(t) 

 
Заключение. Нормальная форма, построенная в настоящей рабо-

те, для системы, описывающей движение четырехзвенного перевер-
нутого маятника, может быть использована для решения других за-
дач управления таким маятником, например для решения задачи 
построения траекторий. Подход, примененный в данной работе, мо-
жет быть обобщен на случай, когда рассматривается задача управле-
ния более сложными механизмами, например, маятниками с бóль-
шим числом звеньев. Полученные в работе результаты имеют и 
прикладную направленность, в частности, они могут быть использо-
ваны для управления движением змееподобных роботов и перемеще-
нием многозвенных шагающих механизмов. 
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Mechanical system control under deficiency of the control parameters appears to be a 
complex problem, as any unified approaches are missing. A possible approach to solving 
this problem lies in transforming the dynamic system that describes the mechanism mo-
tion in the Isidori normal form. This paper shows how transformation in this form allows 
solving the stabilization problem for a quadruple inverted pendulum. It is assumed that 
torques in the hinges connecting the adjacent links are considered as the control actions. 
Based on the idea proposed in work by C. Chevallereau, J. Grizzle and C. Moog, the pa-
per indicates that stabilization problem of the pendulum unstable equilibrium position 
could be solved by transformation to the normal form after preliminary prolongation of 
two of the three controls in the system. The paper presents results of numerical simula-
tion to confirm the proposed approach serviceability. 
 
Keywords: normal form, stabilization, minimum phase system, control system prolonga-
tion 
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