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Представлено аналитическое частное решение уравнений Навье — Стокса для 
описания стационарной конвекции Бенара течения вязкой несжимаемой жидко-
сти в бесконечно протяженном горизонтальном слое. Исследовано поле скорости 
при движении вертикального вихревого потока. Крупномасштабный поток жид-
кости рассматривается в приближении тонкого слоя с недеформируемыми грани-
цами. Учитываются две горизонтальные компоненты вектора скорости. Сдвиго-
вое течение возникает при нагреве/охлаждении нижней границы и наличии 
градиента давления на верхней. Температура и давление взяты в виде линейных 
форм. Коэффициенты линейных форм зависят от вертикальной (поперечной) ко-
ординаты. Заранее неизвестные функции — многочлены, описывающие поле ско-
ростей, точно найдены из системы шестого порядка обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Исследованы спектральные свойства полиномов в области 
определения решения. Анализ распределения нулей полиномов, задающих поле ско-
рости, позволил проиллюстрировать стратификацию слоев жидкости. Пред-
ставлено подробное исследование существования устойчивых обратных течений в 
конвективном потоке жидкости типа Куэтта — Пуазейля — Бенара. 
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Введение. Нахождение точных решений уравнений гидродина-

мики вязкой жидкости является актуальной проблемой [1–4]. Анали-
тическое интегрирование уравнений Навье — Стокса было начато  
в конце XIX столетия. Течение Куэтта, течение Пуазейля, решение 
задач Стокса, течение Экмана стали классическими результатами, 
которые описываются аналитически [1–4]. Первый обзор по точным 
решениям, где был сделан акцент на геометрии линий тока для уста-
новившихся и нестационарных течений, был предложен Неменьи [5]. 
Можно констатировать, что в том обзоре используются идеи точного 
интегрирования уравнений движения, предложенные Громеком, 
Тркалом и Бельтрами [6, 7]. Дальнейшее развитие идей построения 
точных решений уравнений Навье — Стокса привело к формулиро-
ванию класса точных решений Линя — Сидорова — Аристова [8–11]. 

Предложенный Линем анзац для поля скоростей [8] был незави-
симо использован Сидоровым и Аристовым при интегрировании 
уравнений Обербека — Буссинеска [9, 10]. Отметим, что первое точ-
ное решение уравнений естественной конвекции было получено 
представителями пермской гидродинамической школы Остроумовым 
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и Бирихом для описания однонаправленных движений жидкости  
с осевой и плоской симметрией бесконечного слоя жидкости [12–16]. 
Точное решение Остроумова — Бириха было применено Шлиомисом 
при решении задач испарительной конвекции [17, 18]. С учетом со-
временных потребностей микроэлектроники, микро- и нанофлюиди-
ки необходимо рассмотреть не только возможность использования 
однонаправленных течений для исследования их гидродинамической 
устойчивости, но и применение сдвиговых течений для решения точ-
но интегрируемых задач конвекции [19]. 

В статье [20] было исследовано влияние термокапиллярного ме-
ханизма на конвективное перемешивание жидкости и показано влия-
ние ограниченных условий и диссипативных коэффициентов жид- 
кости на существование двумерного поля скорости, т. е. было проде-
монстрировано, что в рамках класса Линя — Сидорова — Аристова 
можно описывать неодномерные по скорости течения, обобщающие 
семейство Остроумова — Бириха — Шлиомиса. В цикле работ [21, 
22] рассмотрены краевые и начально-краевые задачи для конвекции 
Марангони сдвиговых однородных и неоднородных течений. Было 
показано, что структура гидродинамических полей сопровождается 
стратификацией, а это приводит к регистрации противотечений 
в жидкости. Интерес к конвекции Марангони обусловлен классиче-
скими опытами Бернара, который исследовал течения спермацета со 
свободной границей. В этих опытах конвекция индуцировалась дву-
мя механизмами: гравитационным переносом конвекции Бенара (не-
однородность силового поля Архимеда) и поверхностным эффектом 
Марангони. Интенсивно изучаются противотечения в жидкости в ис-
точниках [20, 23, 24]. 

Цель данной статьи — изучение гравитационной конвекции Бе-
нара с учетом кинематических граничных условий Куэтта в беско-
нечном горизонтальном слое жидкости. Приводятся точное решение 
и анализ гидродинамических полей для простейшего сдвигового те-
чения типа Бенара — Куэтта. 

Постановка задачи. Рассмотрим гравитационное сдвиговое тече-
ние теплопроводящей жидкости между двумя плоскостями, когда на 
нижней неподвижной границе происходит подогрев или охлаждение,  
а на верхней границе — изменение давления (рис. 1). При этом под 
вязким несжимаемым крупномасштабным течением будем понимать 
течение жидкости с показателями геометрической анизотропии:  

0,1,   ,
B

a h
A

  2

1

,
S

b h
S

  
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где ,h l   h и l — характерный масштаб течения по вертикали 
(толщина слоя) и горизонтали соответственно; A и B — горизонталь-
ные градиенты температуры жидкости на нижней границе; S1 и S2 — 
горизонтальные градиенты давления на верхней границе. 

 

Рис. 1. Схема движения жидкости между двумя плоскостями: 
T — отклонение от средней температуры; A и B — горизонтальные градиенты температуры 
жидкости на нижней границе слоя высотой h; P — отклонение давления от гидростатическо-
го,  поделенное  на  постоянную  среднюю  плотность жидкости ; S1 и S2 — горизонтальные 

градиенты давления на верхней границе; g — ускорение свободного падения 
 
Уравнения движения вязкой жидкости Навье — Стокса в случае 

стационарного гравитационного течения [25] имеют вид 

  ,V V P V g Tk      
  

 

где i j k
x y z

  
   

  

 
 — оператор Гамильтона; , ,i j k

 
 — орты  

прямоугольной декартовой системы координат; 
2 2 2

2 2 2x y z

  
   

  
 — 

оператор Лапласа; x y zV V i V j V k  
  

 — вектор скорости; P —  

отклонение давления от гидростатического, поделенное на постоян-
ную среднюю плотность жидкости ;  — коэффициент кинематиче-
ской (молекулярной) вязкости; T — отклонение от средней темпера-
туры; g — ускорение свободного падения;  — температурный 
коэффициент объемного расширения жидкости. 

Вызывает интерес рассмотрение взаимного влияния полей темпе-
ратуры и скорости вследствие теплового и механического взаимо-
действий. Пренебрегая диссипацией энергии, теплообмен в слое 
жидкости задается уравнением теплопроводности 

,V T  


 

где  — коэффициент температуропроводности жидкости. 
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Условие неразрывности замыкает систему уравнений для несжи-
маемой жидкости: 

0.V 


 

В итоге скалярная форма записи уравнений сдвигового движения 
вязкой жидкости между двумя плоскостями, учитывающая влияние 
на ее течение как температуры, так и давления, имеет вид 

2 2 2

2 2 2
;x x x x x x

x y z
V V V V V VP

V V V
x y z x x y z

      
                
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2 2 2
;y y y y y y

x y z

V V V V V VP
V V V

x y z y x y z

      
        
        

 

2 2 2

2 2 2
;z z z z z z

x y z
V V V V V VP

V V V g T
x y z z x y z

      
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    (1) 
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0.yx z
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Аналитическое частное точное решение системы уравнений (1) 
будем находить в случае, когда скорость, отклонение температуры и 
давления стационарного движения задаются следующим образом [26]: 

( ),x xV V z  ( ),y yV V z  0;zV   

0 1 2( ) ( ) ( );P P z xP z yP z                                   (2) 

0 1 2( ) ( ) ( ).T T z xT z yT z    

Наличие горизонтальных компонент градиента температуры  
и давления, в отличие от классического течения Куэтта, когда дей-
ствует ограничение потока движущейся жидкости в одном направле-
нии, сводит исследование к рассмотрению сдвигового установивше-
гося конвективного течения вязкой несжимаемой жидкости только  
в горизонтальных плоскостях, следовательно, 0.zV   

Проекции скорости и функции-коэффициенты линейных форм (2) 
давления и температуры зависят только от поперечной координаты z. 
Такая структура гидродинамических полей позволяет конструировать 
точное решение системы уравнений (1), описывающее конвективные 
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течения завихренной диссипативной среды. При этом учитывается 
влияние сил инерции на перенос импульса и температуры в жидкости. 

Конвективная производная в уравнениях движения отлична от нуля 
только в уравнении теплопроводности [27]. Подставляя выражения (2) 
в систему (1), получаем 

2

12

( )
( ) 0;xd V z

P z
dz

    

2

22

( )
( ) 0;yd V z

P z
dz

    

  0 1 2
0 1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0;

dP z dP z dP z
g T z xT z yT z x y

dz dz dz
        
 

 

2 2 2
0 1 2

1 2 2 2 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0.x y

d T z d T z d T z
V z T z V z T z x y

dz dz dz

 
      

 
 

Для нахождения проекций скорости течения и функций-коэффи- 
циентов в выражениях для температуры и давления работаем с полу-
ченной системой дифференциальных уравнений первого и второго 
порядка, интегрируя их в определенной последовательности по мере 
получения неизвестных функций: 

2
1

2

( )
0,

d T z

dz
  

2
2
2

( )
0;

d T z

dz
  

1
1

( )
( ),

dP z
g T z

dz
   2

2
( )

( );
dP z

g T z
dz

                          (3) 

2

12

( )
( ),xd V z

P z
dz

   
2

22

( )
( ).yd V z

P z
dz

   

Общее размерное решение системы (3) записывается полино- 
миальными функциями. Очевидно, что по линейному закону распре-
делены лишь функции 1( )T z  и 2 ( )T z  — это полиномы первой степе-

ни; 1( )P z  и 2 ( )P z  изменяются согласно квадратичному закону; ( ),xV z  

( )yV z  — это полиномы четвертой степени и 0 ( )T z  — полином седь-

мой степени. Наибольшую, восьмую степень имеет полином в соста-
ве функции давления 0 ( ).P z  

Формулировка краевой задачи сдвигового течения. Для фор-
мулирования краевой задачи задаются граничные условия (см. рис. 1) 
на верхней и нижней границах слоя жидкости. Для определения  
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постоянных интегрирования точного решения (3) записывается усло-
вие прилипания на нижней недеформируемой границе, когда 0.z   
На верхней свободной границе, когда ,z h  при толщине слоя h от-
мечается неоднородное распределение скоростей, т. е. выполняются 
условия на компоненты скорости: 

(0) 0,xV   (0) 0,yV   

( ) cos ,xV h W   ( ) sin .yV h W   

Здесь W — модуль скорости на верхней границе;  — угол между 
вектором скорости на верхней границе и осью абсцисс. 

Отклонение давления от атмосферного S на верхней свободной 
границе 

0 ( ) 0,P h   1 1( ) ,P h S  2 2( ) ,P h S  

где S1 и S2 — горизонтальные градиенты давления на верхней границе. 
При нулевой отсчетной температуре на нижней границе рассмат-

ривается либо нагрев, либо охлаждение, на верхней границе задается 
горизонтальный градиент температуры жидкости, т. е. краевые усло-
вия для температуры принимают вид 

0:z   0 (0) 0,T   1(0) ,T A  2 (0) ;T B  

:z h  0 ( ) 0,T h   1( ) 0,T h   2 ( ) 0,T h   

где A и B — горизонтальные градиенты температуры жидкости на 
нижней границе, которые при нагреве положительные, при охлажде-
нии — отрицательные. 

Гидродинамические поля. Для удобства дальнейшего исследова-
ния осуществляется переход к безразмерной вертикальной (попереч-

ной) координате 
z

Z
h

  в записи функций, определяющих гидродина-

мические поля. Составляющие функции, задающие поле температуры 
и поле давления, имеют вид 

 1( ) 1 ,T Z A Z     2 ( ) 1 ;T Z B Z    

 21 1( ) 1 ,
2

Ag h
P Z S Z


     22 2( ) 1 .

2

Bg h
P Z S Z


    

Точное решение поставленной задачи для поля скорости опреде-
ляется соотношениями 
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   

   

2 3
21

2 3
22

( ) cos 1 3 3 ;
2 24

( ) sin 1 3 3 .
2 24

x

y

S h g Ah
V Z Z W Z Z Z

S h g Bh
V Z Z W Z Z Z

  
            

  
            

     (4) 

Изменение модуля скорости в слое жидкости, находящемся 
между неподвижными границами при нагреве нижней границы  
и ненулевом градиенте давления на верхней, показано на рис. 2. 

 

Рис. 2. Изменение скорости в слое жидкости, находящемся 
между неподвижными границами при нагреве нижней  границы 

и ненулевом градиенте давления на верхней 
 
При рассмотрении неизотермического течения гидродинамиче-

ские поля зависят пропорционально от температурного коэффициен-
та объемного расширения жидкости и обратно пропорционально — 
от кинематической вязкости и от коэффициента температуропровод-
ности движущейся жидкости. 

Зависимость компонент поля скорости от чисел подобия. Для 
исследования гидродинамических полей вводятся масштабы. Ис-
пользуются числа подобия для оценки влияния соответствующих 
членов в системе уравнений Навье — Стокса, что физически означает 
степень влияния соответствующих сил [28]. В качестве параметров 
подобия выбирают числа: Рейнольдса, отражающее пропорциональ-
ное отношение потока импульса жидкости, заключенного в объеме 
единичной длины вдоль по потоку, через выбранное сечение к силе 

вязкого трения, действующей на этот объем, Re ;
Wh




 Грасгофа, ха-

рактеризующее соотношение архимедовых сил, сил инерции и внут-

реннего трения в потоке, 
4

2
GrA

Ag h



 и 

4

2
Gr ;B

Bg h



 Эйлера, ил-

люстрирующее отношение сил давления к потоку импульса, 
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1
1 2Eu =

S h

W
 и 2

2 2Eu = .
S h

W
 В итоге полученное решение (4) приводится  

к безразмерному виду. Знаки введенных в рассмотрение чисел подо-
бия зависят от констант в граничных условиях, что существенно за-
трудняет анализ результатов. 

Поле скорости в безразмерных величинах определяется соотно-
шением 

   

   

21

22

( ) Eu Re Gr
cos 1 3 3 ;

2 24 Re

( ) Eu Re Gr
sin 1 3 3 .

2 24 Re

x A

y B

V Z
Z Z Z Z

W

V Z
Z Z Z Z

W

           
           

      (5) 

Эпюра распределения скоростей в потоке вязкой жидкости отра-
жает течение Куэтта — Пуазейля — Рэлея — Бенара, стимулирован-
ное движением верхней границы и градиентами давления и темпера-
туры. При определенных характеристиках жидкости и граничных 
условиях существует застойная зона (рис. 3), определяющая наличие 
противотечений в слое жидкости. 

 

Рис. 3. Положение застойной зоны на эпюре распределения 
скоростей в слое жидкости, находящемся между неподвижной 
нижней нагреваемой границей и подвижной верхней. Числа по-
добия:  Re = 15  103,  Eu2 = 2Eu1 = –9  10–4,  GrA = GrB = 15  105  

и  = 7/6 
 
В работах разных авторов можно встретить исследования число-

вого значения чисел подобия, поиска критических значений, при ко-
торых происходит изменение качества движения жидкости. Так, 
в работах [29, 30] отмечено, что при плоском течении Пуазейля кри-
тическое теоретическое число Рейнольдса составляет 5772, экспери-
ментальное 1000. Рассмотрим эти значения в качестве примера. Об-
ратим внимание на то, что в каждом из этих случаев застойная зона 
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определяется. На рис. 4 показано влияние чисел подобия Грасгофа, 
Рейнольдса, Эйлера и задаваемого в граничных условиях угла , опре-
деляющего направление скорости в плоскости верхней границы, на 
существование застойной зоны на типовом профиле составляющей 
скорости ( ).xV Z  Иллюстрации для составляющей ( )yV Z  аналогичны. 

Если положить в формулах (5) GrA = GrB = 0, то получим точное 
решение уравнений Навье — Стокса, опубликованное в [25]. В этом 
случае формулы (5) описывают изотермическое установившееся не-
однородное течение Куэтта. Если GrA = 0 или GrB = 0, то формулы (5) 
описывают неоднородное конвективное течение Куэтта. 

 

 

Рис. 4. Застойная зона на профиле составляющей скорости ( )xV Z  в мас-

штабном представлении (масштаб W) по слою жидкости, находящемуся 
между неподвижной  нижней  нагреваемой  границей и  подвижной верхней, 

в зависимости от чисел подобия: 

Грасгофа: GrA = GrB = 5  104 ( ); GrA = GrB = 8  105 ( ); GrA = GrB = 2  106 ( ) (а); 
Рейнольдса: Re = 1000 ( ); Re = 2040 ( ); Re = 5772 ( ) (б); Эйлера: Eu = 0,001  
( ); Eu = 5  10–5 ( ); Eu = 5  10–4 ( ) (в) и задаваемого в граничных условиях  
угла :  =  ( );  = /2 ( );  = 0 ( ) (г). Числа подобия и угол, зависимость  
от  которых  на  графиках  не  рассматривается,  равны  Re  =  15  103,  Eu2  =  2  Eu1  = –9  10-4,  

GrA = GrB =15  105 и  = 7  /6. Z z h  — безразмерная вертикальная координата 
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Исследование поля скорости. Рассмотрим влияние градиентов 
температуры и давления при нулевых скоростях жидкости на грани-
цах (W = 0): 

   
23

2 1( ) 1 3 3 ;
24 2x

S hg Ah
V Z Z Z Z Z

 
         

 

   
23

2 2( ) 1 3 3 ;
24 2y

S hg Bh
V Z Z Z Z Z

 
        

 

 2
13 3 12 0g Ah Z Z S      и  2

23 3 12 0.g Bh Z Z S      

Решение этих квадратных уравнений показывает, что кроме оче-
видных корней многочленов, описывающих проекции скорости, Z = 0 
и Z = 1, в промежутке 0 < Z < 1 возможно существование противо- 
течения только при условии, что соблюдаются неравенства: 

17 1

48 4

S

g Ah
 


 и 27 1

.
48 4

S

g Bh
 


 

Застойная зона на эпюре распределения скоростей в слое жид-
кости, находящемся между неподвижными границами при нагреве 
нижней границы и ненулевом градиенте давления на верхней, пока-
зана на рис. 5. Отметим, что при отсутствии градиентов температуры 
и градиентов давления противотечений в жидкости быть не может. 

 

Рис. 5. Застойная зона на эпюре распределения скоростей в слое жид-
кости, находящемся между неподвижными границами при нагреве  

нижней границы и ненулевом градиенте давления на верхней 
 
Для исследования существования застойных зон в общем случае 

воспользуемся графоаналитическим методом. Представим составля-
ющие скорости в виде суммы полиномов: 
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 1 2
( )

( ) ( ) ,xV Z
f Z f Z Z

W
    3 4

( )
( ) ( ) ;yV Z

f Z f Z Z
W

   

  1
1

Eu Re
( ) cos 1 ,

2
f Z Z

     
 

   2
2

Gr
( ) 1 3 3 ,

24Re
Af Z Z Z Z     

  2
3

Eu Re
( ) sin 1 ,

2
f Z Z

     
 

   2
4

Gr
( ) 1 3 3 .

24Re
Bf Z Z Z Z     

Представляя полиномы графически, можно показать существова-
ние одной застойной зоны (рис. 6) при некоторых характеристиках 
жидкости и определенных граничных условиях. 

 

Рис. 6. Застойная зона на профилях составляющих скорости ( )xV Z  и ( )yV Z  

в слое жидкости при нагревании нижней границы и ненулевых градиентах 
давления на верхней границе. Верхняя граница подвижная (а) и неподвижная (б) 
 
Следовательно, скорость в зависимости от чисел подобия, то есть 

при определенных характеристиках жидкости и граничных условиях, 
может иметь одну застойную зону. Очевидно, что параметры, входя-
щие в выражения составляющих скорости ( )xV Z  и ( )yV Z  могут при-

нимать значения, при которых не будут существовать застойные зо-
ны. Однако с физической точки зрения этот случай не интересен, 
если не происходит усиление скорости по толщине слоя. 

Для наглядного представления поведения скорости при движении 
жидкости в плоском канале построим годограф скорости (рис. 7)  
в пространстве скоростей, точнее в плоскости двух проекций скорости. 
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Рис. 7. Годограф скорости в слое жидкости при нагревании 
нижней границы и ненулевых градиентах давления на верхней  

границе; границы неподвижные 
 
Касательные напряжения на недеформируемой границе. Ка-

сательные напряжения на недеформируемой нижней границе опреде-
ляются соотношениями 

( ) ,
2 2

x xz
xz

V VV
z

z x z

                
 

( ) ,
2 2

y yz
yz

V VV
z

z y z

     
           

 

где  =  –– динамическая вязкость. 
Касательные напряжения в рассматриваемом случае в размерном 

виде записываются следующим образом: 

  3
1 2 22cos 4

( ) 12 12 3 ,
2 2 24xz

S z hW g A z
z z hz h

h h

                  
 

  3
2 2 22sin 4

( ) 12 12 3 .
2 2 24yz

S z hW g B z
z z hz h

h h

                  
 

Касательные напряжения на недеформируемой границе при z = 0 
имеют вид 

2
1cos

( ) ,
2 2 8xz

S hW g Ah
z

h

           
 

2
2sin

( ) .
2 2 8yz

S hW g Bh
z

h

           
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Заметим, что касательные напряжения ( )xz z  и ( )yz z  обращают-

ся в нуль на нижней границе при значениях толщины слоя жидкости, 
определяемых из алгебраических уравнений: 

3 2
14 8 cos 0,g Ah S h W       

3 2
24 8 sin 0.g Bh S h W       

Данные уравнения аналитически не разрешимы в общем виде. 
Укажем частные случаи, когда можно вычислить толщину слоя жид-
кости, при которой отсутствует касательное напряжение на нижней 
недеформируемой границе. 

Для начала рассмотрим случай, когда W = 0. Тогда толщина слоя 
определяется выражениями 

14S
h

g A



 или 24

.
S

h
g B




 

Решение накладывает ограничения на задание граничных усло-
вий краевой задачи для существования толщин жидкости, при кото-
рых либо ( ),xz z  либо ( )yz z  обращаются в нуль при z = 0. Одновре-

менно касательные напряжения будут принимать нулевые значения 
при выполнении условия, связывающего градиенты температуры  
и давления, заданными на границах слоя жидкости: 

1

2

.
SA

B S
  

В общем случае одновременно касательные напряжения будут 
принимать нулевые значения при выполнении условия, связывающе-
го угол направления скорости с числами подобия: 

2
2

2
1

4Eu Re Gr
tg .

4Eu Re Gr
B

A


 


 

Заключение. Найдено аналитическое частное решение уравнения 
Навье — Стокса для описания поля скорости при плоском течении 
жидкости. В качестве граничных условий принимается нагрев или 
охлаждение нижней неподвижной границы и ненулевые градиенты 
давления на верхней как подвижной, так и неподвижной границе. 
Проведены исследования влияния чисел подобия на составляющие 
скорости. Графоаналитическим методом найдены условия существо-
вания противотечений и наглядно показано положение застойных зон 
на эпюрах скоростей. Указаны толщины слоя жидкости, при которых 
принимают нулевые значения касательные напряжения на нижней 
недеформируемой границе. 
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The paper presents a particular analytical solution to the Navier—Stokes equations for 
describing the stationary Benard convection of the viscous incompressible fluid flow in 
the infinitely extended horizontal layer. It analyzes velocity field in the vertical vortex 
flow. The large-scale fluid flow is considered in approximation to a thin layer with the 
non-deformable boundaries. Two horizontal velocity vector components are taken into 
account. Shear flow appears when the lower boundary is heated/cooled, and the pressure 
gradient is at the upper boundary. Temperature and pressure are taken as the linear 
forms. Linear form coefficients depend on the vertical (transverse) coordinate. The priori 
unknown functions include polynomials describing the velocity field and are precisely de-
termined from the sixth-order system of ordinary differential equations. The polynomials 
spectral properties are identified in the solution domain. Analysis of the polynomials zero 
distribution defining the velocity field makes it possible to determine the fluid layer strati-
fication. The paper provides a detailed study of the stable reverse flows in the convective 
fluid flow of the Couette—Poiseuille—Benard type.  
 
Keywords: non-uniform flow, convection, exact solution, vertical vortex, counterflow, 
stagnation zone 
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