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Рассмотрен пространственный перелет космического аппарата с электроракет-
ной двигательной установкой между низкими окололунной и околоземной орбита-
ми за минимальное время. Цель статьи — оценка влияния на затраты характери-
стической скорости, необходимой на перелет между окололунной и околоземной 
орбитами, таких баллистических параметров траектории, как угловая дальность 
перелета (истинная долгота) и положение плоскости орбит у Земли и у Луны. 
Направление вектора тяги электроракетной двигательной установки определя-
лось с использованием принципа максимума Понтрягина. Оптимизация траекто-
рий перелета в системе Земля — Луна в части определения направления вектора 
тяги электроракетной двигательной установки проводилась в рамках единой по-
становки («сквозной» расчет траектории) с учетом гравитации Земли и Луны 
(без использования метода сфер действия), положение которых определялось со-
гласно эфемеридной модели EPM 2008. 
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Введение. Численные решения задач перелета космических аппа-

ратов (КА) между орбитами искусственного спутника Земли и Луны 
приведены в литературе в ограниченном количестве. При этом вопросы 
влияния баллистических параметров траектории (в частности, угловой 
дальности перелета, положения плоскости орбит у Земли и у Луны) на 
оценку затрат характеристической скорости не получили достаточного 
освещения в имеющихся материалах. В силу этих причин возникла по-
требность в проведении исследований. С применением разработанной 
методики расчета оптимальных пространственных траекторий перелета 
КА с электроракетной двигательной установкой (ЭРДУ) получены ре-
зультаты оценки затрат характеристической скорости, требующейся на 
перелет между окололунной и околоземной орбитами.  

Работы [1–11] с указанием используемого метода, особенностей 
решения и результатов оценки затрат характеристической скорости, 
необходимой на перелет КА между околоземной и окололунной орби- 
тами с малой тягой, представлены в таблице. Из анализа приведен-
ных в ней данных следует, что оценки затрат характеристической 
скорости на перелет между указанными орбитами у разных авторов 
значительно различаются, причем разница между максимальным 
и минимальным значениями может достигать нескольких километров 
в секунду. 
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Работы с указанием используемого метода, особенностей решения и результатов  
оценки затрат характеристической скорости (Vхар),  необходимой на перелет 

Работа Особенности метода решения Vхар, м/с 

Низкие окололунная и околоземная орбиты: 

[1, 2] 
 метод сфер действия; 
 оптимальный закон управления (принцип максимума) c пас-
сивными участками на этапе согласования 

79551 

[3–5] 

 метод сфер действия; 
 оптимизация траектории между сферами действия Земли и 
Луны (задача трех тел; комбинированный метод — прямой и 
непрямой) с пассивными участками 

78102 

[6] 

 метод сфер действия; 
 оптимизация траектории на втором участке (прямой метод); 
 задача четырех тел; 
 с пассивными участками 

99023 

[7] 

 квазиоптимальное управление с обратной связью (метод 
КОУСОС [8]) с пассивными участками; 

 задача четырех тел (с использованием промежуточной орби-
ты в районе точки либрации L1); 

 для определения координат Луны и Солнца используются 
JPL–эфемериды DE403 

97834 

Высокие окололунная и околоземная орбиты:* 

[9] 

 оптимальный закон управления (принцип максимума) с па-
раллельным использованием для расчета траекторий 400 про-
цессоров; 

 задача трех тел; 
 метод разработан для трехмерной задачи, расчетный пример — 
для плоской задачи 

> 20005 

[10] 
 оптимальный закон управления (принцип максимума) с ре-
шением задачи компланарного перелета; 

 задача четырех тел 

3120–
31806 

[11] 
 оптимальный закон управления (принцип максимума) при 
условии прохождения через точку либрации; 

 задача четырех тел (эфемеридная модель движения планет) 

~2970/ 
2856–
29617 

Примечание. Расчеты проводились при следующих исходных данных: 
1 — околоземная орбита — круговая высотой 800 км, окололунная орбита — круговая высо-

той 100 км, начальное ускорение — 7,7510–4 м/с2, удельный импульс тяги ЭРДУ — 58 840 м/с; 
2 — околоземная орбита — круговая высотой 407 км и наклонением 0, окололунная 

орбита — полярная круговая высотой 100 км [5]; 
3 — околоземная орбита — круговая высотой 400 км и наклонением 5,2°, окололунная 

орбита — круговая полярная высотой 100 км; 
4 — околоземная орбита — высотой ~500 км и наклонением 51,5º, окололунная орбита — 

полярная высотой 300 км; 
5 — околоземная орбита — круговая высотой 125 000 км, окололунная орбита — кру-

говая высотой 50 000 км; 
6 — околоземная орбита — круговая высотой 167 км, окололунная орбита — круговая 

высотой 5000 км; 
7 — околоземная орбита — эллиптическая с высотой перигея, равной 4500 км, высотой 

апогея — 50 000 км, наклонением — 28º, окололунная орбита — круговая высотой 5000 км 
и наклонением 35º / эллиптическая орбита — высотой периселения 6000 км и высотой апо-
селения 10 000 км [11]. 

* За исключением работы [10], где высота круговой околоземной орбиты равна 167 км. 
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Эти различия могут быть обусловлены разными факторами,  
в частности, зависимостью оценки затрат характеристической ско- 
рости от исходных данных, а именно параметров начальной и конеч-
ной орбит, даты старта, использованным методом расчета траекторий 
перелета, а также наличием большого числа экстремумов рассматри-
ваемой задачи и наличием или отсутствием пауз в работе ЭРДУ. 

Цель работы — оценка влияния на затраты характеристической 
скорости, необходимой на перелет между низкими окололунной и 
околоземной орбитами, различных баллистических параметров траек-
тории (угловой дальности, положения плоскостей орбит у Земли и у 
Луны), полученные на основе используемой методики расчета про-
странственных траекторий перелета КА с ЭРДУ между окололунной и 
околоземной орбитами. Следует отметить, что методика усовершен-
ствована и является продолжением исследований, приведенных в [12]. 

Основные методические положения. При исследовании опти-
мальных пространственных траекторий перелета с малой тягой в си-
стеме Земля — Луна были приняты шесть методических положений. 

Решение задачи перелета от Луны к Земле (обратная задача). 
При разработке методики была использована гипотеза о сопостави-
мости энергетических затрат, необходимых на прямой перелет между 
околоземной и окололунной орбитами и на обратный — между око-
лолунной и околоземной орбитами. В связи с этим для упрощения 
численного решения оптимизационной задачи рассматривалась об-
ратная задача, а именно перелет с окололунной орбиты на околозем-
ную. Как показывают расчеты, в данном случае задача захвата КА 
бо́льшей гравитирующей массой Земли по сравнению с массой Луны 
и задача получения траектории у Земли с заданными свойствами 
(в виде скручивающейся спирали) являются существенно лучше чис-
ленно реализуемыми. 

Следует отметить, что для целого класса задач, в частности, при 
использовании межорбитальных буксиров, курсирующих по марш-
руту «околоземная орбита — окололунная орбита — околоземная 
орбита», исследование траекторий обратного перелета с окололунной 
орбиты на околоземную представляет самостоятельный интерес. 

Проведение «сквозного» расчета траектории перелета. Отсут-
ствие в методике упрощающих положений, предусматривающих раз-
биение траектории на сферы действия, обеспечило повышение точно-
сти результатов оценки затрат характеристической скорости. 
«Сквозной» расчет траектории перелета между окололунной и около-
земной орбитами позволяет исключить влияние на оценку затрат ха-
рактеристической скорости методических погрешностей, связанных 
с разбиением траектории перелета на участки с разным составом внеш-
них воздействий, влияющих на КА, и, следовательно, с определением 
оптимальных параметров орбиты перехода между участками траек-
тории перелета. 
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Использование равноденственных элементов. Для интегрирова-
ния уравнений движения применялись равноденственные элементы  
 ,h  ,xe  ,ye  ,xi  ,yi  F  [1], связанные с традиционно используемыми 

оскулирующими элементами следующими соотношениями: 

,

p

h  cos( ω), xe e  sin( ω), ye e  

tg cos ,
2x
i

i     tg sin ,
2y
i

i     ω ,  F  

где p  — фокальный параметр орбиты;  — гравитационный пара-
метр; e  — эксцентриситет орбиты;   — долгота восходящего узла; 
ω  — аргумент перицентра; i  — наклонение орбиты; F  — угловая 
дальность (истинная долгота);   — истинная аномалия. 

Как показали расчеты, переход от декартовой системы координат 
к равноденственным элементам позволил значительно уменьшить 
количество шагов в процессе интегрирования траектории перелета, 
но при некотором усложнении расчета правых частей уравнений 
движения и уравнений для сопряженных переменных. 

Применение двух систем орбитальных элементов для расчета 
траектории перелета. Для того чтобы исключить возможное вырож-
дение уравнений движения в равноденственных элементах (вблизи 
другого притягивающего центра при расчете траектории только  
в одной из двух систем орбитальных элементов — селеноцентриче-
ской или геоцентрической), расчет траектории проводился сначала  
в селеноцентрической системе орбитальных элементов, а затем —  
в геоцентрической (переход из селеноцентрической в геоцентриче-
скую систему орбитальных элементов осуществлялся тогда, когда 
эксцентриситет орбиты относительно Луны становился больше 2). 
Для перевода сопряженных переменных из селеноцентрической 
в геоцентрическую систему координат были использованы канониче-
ские преобразования, представленные в работе [13]. 

Использование вспомогательных декартовых систем координат. 
В качестве вспомогательной рассматривалась декартова система коор-
динат для формул перехода между селеноцентрической и геоцентри-
ческой системами координат, а также для определения возмущающих 
ускорений. Выбранная геоцентрическая система координат ОXYZ яв-
ляется прямоугольной экваториальной с началом координат (точка О) 
в центре Земли и следующим направлением осей: ось ОX лежит  
в плоскости экватора и направлена в точку весеннего равноденствия, 
ось ОZ направлена перпендикулярно плоскости экватора к Северному 
полюсу мира, ось ОY проходит в плоскости экватора перпендикулярно 
оси ОX, дополняя систему координат до правой. Селеноцентрическая 
система координат О́X́ÝŹ была получена параллельным сдвигом  
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геоцентрической системы координат в центр Луны, за опорную плос-
кость селеноцентрической системы координат принята плоскость эква-
тора Земли. 

Определение эфемерид Луны согласно модели EPM 2008, разра-
ботанной «Институтом прикладной астрономии РАН» [14].  

Математическая модель движения КА. Система уравнений для 
фазовых переменных в равноденственных элементах имеет вид 

   

   

2

3 2

т СПУ
2

ЭРДУ

,

1 cos sin ηκ ,

1 sin cos ηκ ,

1
κφcos ,

2

1
κφsin ,

2
1

ηκ,

2
,

1,

   
        

        

  
 

  




 
 

  
 



 
 

x
x y

y
y x

x

y

dh
h T

d
de

h T F e S F We
d
de

h T F e S F We
d
di

hW F
d
di

hW F
d
dF

hW
d h

Ndm

d I

dt

d  

где ,h  ,xe  ,ye  ,xi  ,yi  ,F  m  — фазовые переменные (m  — масса 

КА); N  — электрическая мощность, подаваемая на ЭРДУ; ,T  ,S   
W  — проекции вектора ускорения a  от тяги ЭРДУ и возмущающего 
ускорения на трансверсальное направление, радиальное направление 
и нормальное направление к плоскости орбиты соответственно; 

 1 1 cos sin ;   x ye F e F  sin cos ;  x yi F i F  2 21 ;   x yi i   

т  — тяговый коэффициент полезного действия ЭРДУ; СПУ  — ко-

эффициент полезного действия системы преобразования и управле-
ния; IЭРДУ — удельный импульс тяги ЭРДУ. 

Выражение для ускорения a  принимает следующий вид: 

т СПУ
0

2
.i

ЭРДУ

N
a R Aa

I m

 
 


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Здесь 0

cos γ cosα

sin γ cosα

sinα

 
   
 
 

R  — вектор, содержащий углы  и γ, рассмат-

риваемые в качестве параметров управления ( — угол между векто-
ром тяги и орбитальной плоскостью, γ — угол между проекцией век-
тора тяги на орбитальную плоскость и трансверсальным направле-
нием); А — матрица перехода от декартовой системы координат 

к орбитальной системе координат, 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

,

 
   
 
 

a a a

A a a a

a a a

 

где 

 11
2

sin cos sin ;
φ

     y x ya F i F i F i  

 12
2

cos cos sin ;    
 x x ya F i F i F i  

 13
2

cos sin ;   
 x ya F i F i  

 21
2

 cos sin cos ;    
 y x ya F i F i F i  

 22
2

 sin sin cos ;    
 x x ya F i F i F i  23

2
(si s ;n co )x ya F i F i   


 

31
2

; 
 ya i  32

2
;xa i


 

 2 2

33

1
;

 
 


x yi i

a  

 З Л,ia a a  — возмущающие гравитационные ускорения, действу-

ющие на КА, в геоцентрической и селеноцентрической декартовой 
системах координат соответственно. 

При использовании высокоточной эфемеридной модели движе-
ния небесных тел необходимо учитывать инерциальность систем ко-
ординат, связанных и с Землей, и с Луной. При этом важно получить 
выражения для возмущающих гравитационных ускорений Зa  и Л ,a   

в которых учитывается пренебрежение одинаковыми возмущающими 
ускорениями для обеих систем координат. 

Рассматривалась система векторов (рис. 1), определяющая положе-
ние трех тел (Земля — Луна — КА) в инерциальной системе координат. 
На рисунке векторы с началом в центре инерциальной системы коорди-
нат Ои обозначены ,  векторы с началом в центре Земли — ,R  векторы 
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с началом в центре Луны — ,r  векторы с окончанием в центре Зем- 
ли — индексом «З», векторы с окончанием в центре Луны — индек-
сом «Л», векторы с окончанием в центре масс КА — без индекса. 

 

Рис. 1. Система векторов для КА, Луны и Земли 
 
Согласно второму закону Ньютона, ускорения, действующие на 

КА, Луну и Землю, определяются следующим образом: 

возм
З Л КА3 3ρ μ ,μ

R r
a

R r
                                     (1) 

возмЗ
Л З Л3

З

ρ μ ,  r
a

r
                                        (2) 

возмЛ
З Л З3

Л

ρ μ ,  R
a

R
                                       (3) 

где возм
КА ,a  возм

Л ,a  возм
Зa  — возмущающие ускорения от Солнца, пла-

нет (кроме Земли и Луны) и других объектов Солнечной системы, 
действующие на КА, Луну и Землю соответственно. 

После двойного дифференцирования соотношений из векторных 
треугольников «Oи — Земля — КА» и «Oи — Луна — КА» следует 

З Л ,      R r                                         (4) 

З .      R                                              (5) 

Замена в соотношениях (4) и (5) векторов   и З  с началом  

в точке отсчета Ои инерциальной системы координат ОиXиYиZи фор-
мулами (1)–(3) приводит к следующим выражениям для гравитаци-

онных ускорений r  и :R  
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возм возмЛ
З Л Л Л КА З3 3 3

Л

μ ,μ μ       RR r
r R a a

R r R
              (6) 

возм возмЛ
З Л Л КА З3 3 3

Л

μ μ .μ      RR r
R a a

R r R
                    (7) 

Поскольку расстояние между КА и Землей по астрономическим 
меркам относительно мало, разностью возмущающих ускорений 
возм возм
КА Зa a  от воздействий Солнца, планет (кроме Земли и Луны)  

и других объектов Солнечной системы, действующих на КА и Зем-
лю, можно пренебречь. Возмущающие воздействия от Солнца и дру-
гих небесных тел учитывались опосредованно через использование 

высокоточных эфемерид Луны с точностью до разности возм возм
КА З ,a a  

которой пренебрегли. 
C учетом этого соотношения (6) и (7) примут вид 

Л
З Л Л Л3 3 3

Л

,      RR r
r R

R r R
                        (8) 

Л
З Л Л3 3 3

Л

.    RR r
R

R r R
                              (9) 

Подстановка соотношений (8) в (4) и (9) в (5) приводит к одному 
уравнению в инерциальной системе координат (относительно бари-
центра Солнечной системы): 

Л
З З Л Л3 3 3

Л

.       RR r

R r R
 

Таким образом, траектории, рассчитанные в системах координат 
относительно Земли и Луны и относительно барицентра Солнечной 
системы, должны совпадать. 

Члены З 3


R

R
 и Л 3


r

r
 соотношений, приведенных выше, яв-

ляются основными гравитационными ускорениями, действующими 
на КА в геоцентрической и селеноцентрической системах координат, 
поэтому они не входят в выражения для возмущающих гравитацион-
ных уравнений. Тогда возмущающие гравитационные ускорения, 
действующие на КА, в геоцентрической системе координат Зa   

и в селеноцентрической системе координат Лa  принимают следую-

щий вид: 
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Л
З Л Л3 3

Л

,  
Rr

a
r R

                                     (10) 

Л
Л З Л Л3 3

Л

.    RR
a R

R R
                             (11) 

Использование принципа максимума Понтрягина. Рассматри-
валась вариационная задача по определению законов управления 
вектором тяги ЭРДУ при перелете КА между круговыми окололун-
ной и околоземной орбитами за минимальное время (задача быстро-
действия). Направление вектора тяги определялось по закону, полу-
ченному с использованием принципа максимума Понтрягина [15]. 

Поскольку рассматривалась задача быстродействия, согласно прин-
ципу максимума Понтрягина, режим работы электроракетных двигате-
лей должен быть непрерывным (без выключений) [16]. Тяга и удельный 
импульс тяги ЭРДУ в процессе перелета предполагались постоянными. 

В соответствии с принципом максимума Понтрягина вводятся 
сопряженная вектор-функция Ψ  и гамильтониан H,  который для за-
дачи быстродействия (минимального времени перелета) имеет вид 

8
2

1

H


     i i h
i

f h T  

   1 cos sin         
xe x yh T F e S F We  

   1 sin cos         
ye y xh T F e S F We  

1 1
cos sin

2 2x yi ihW F hW F       

3 2
,

1         
F m thW m

h
 

где ,h  ,
xe  ,

ye  ,
xi

 ,
yi

 ,F  ,m  t  — переменные, сопря-

женные переменным ,h  ,xe  ,ye  ,xi  ,yi  ,m  t  (t — продолжительность 

перелета). 
Углы ориентации вектора тяги ЭРДУ (, ), согласно принципу 

максимума, определяются из следующих соотношений: 

2 2 2
cosγ cosα ,

r n

A

A A A






 

 
2 2 2

sinγ cosα ,r

r n

A

A A A


 

  

2 2 2
sinα ,




 

n

r n

A

A A A
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где  

   2 1 cos 1 sin ;                
x x y yh e x e e y eA h h F h e h F h e  

sin os ;c   
x yr e eA h F h F  

1 1
cos sin . 

2 2
              

x y x yn F y e x e i iA h h e h e h F h F  

Проекции вектора ускорения a  от тяги ЭРДУ и возмущающего 
ускорения в селеноцентрической системе координат на трансвер-
сальное направление, радиальное направление и нормальное направ-
ление к плоскости орбиты соответственно имеют вид 

т СПУ Л Л
З Л Л 113 32 2 2

ЭРДУ Л

2 



   
          


r n

N A x x x
T x a

I m R RA A A
 

Л Л Л Л
З Л Л 12 З Л Л 133 3 3 3

Л Л

,
    

              
   

 y y y z z z
y a z a

R R R R
 

где ,x  ,y  z  и Л ,x  Л ,y  Лz  — координаты КА и Луны в декартовой 

селеноцентрической системе координат соответственно; 

т СПУ Л Л
З Л Л 213 32 2 2

ЭРДУ Л

2



   
          

r

r n

N x x xA
S x a

I m R RA A A
 

Л Л Л Л
З Л Л 22 З Л Л 233 3 3 3

Л Л

,
    

             
   

 y y y z z z
y a z a

R R R R
 

т СПУ Л Л
З Л Л 313 32 2 2

ЭРДУ Л

2



   
          

n

r n

N A x x x
W x a

I m R RA A A
 

Л Л Л Л
З Л Л 32 З Л Л 333 3 3 3

Л Л

.
    

             
   

 y y y z z z
y a z a

R R R R
 

Аналогичным образом проекции ,T  ,S  W  были получены в гео-
центрической системе координат. 

Наличие координат Луны, зависящих от независимой переменной 
(времени), делает уравнения движения неавтономными, поэтому вво-
дится новая независимая переменная τ, связанная с переменной времени 

дифференциальным уравнением 


dt

d
=1. Введение дополнительного диф-

ференциального уравнения и новой независимой переменной не меняет 
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форму сопряженных уравнений, лишь добавляется дифференциальное 
уравнение для переменной, сопряженной времени: 

.
        

t
r n

d dT dS dW
A A A

d dt dt dt
 

Система уравнений для сопряженных переменных имеет вид 

2 4

3 3

3 3

3 ,

2 ,

2










                      
                        
     

       
      

x

y

h nF r
r n

e nF r
r n

x x x x x x x

e nF r
r

y y y y y

d A AAT S W
T A S A W A

d h h h h h hh

d A AAT S W
T A S A W A

d e e e e e e eh

d A AAT S
T A S A W

d e e e e e eh

3 3

,

,

,

2










 
   

     
              

     
               

     
        

      

x

y

n
y y

i nr
r n

x x x x x x

i nr
r n

y y y y y y

nF F r
r

W
A

e

d A AAT S W
T A S A W A

d i i i i i i

d A AAT S W
T A S A W A

d i i i i i i

A Ad AT S
T A S A W A

d F F F F F Fh
,

,

.
























 
   


              
            

n

m
r n

t
r n

W

F

d T S W
A A A

d m m m

d T S W
A A A

d dt dt dt

 

Для интегрирования систем дифференциальных уравнений движе-
ния и сопряженных переменных в селеноцентрической и в геоцентри-
ческой системах координат использовался метод Рунге — Кутты — 
Фельберга 7(8)-го порядка с автоматическим определением шага [17–19]. 

Использование принципа максимума Понтрягина приводит к двух- 
точечной краевой задаче для системы дифференциальных уравнений. 
Решение краевой задачи сводится к задаче минимизации функции (не-

вязки) * ,S  которая решается совместно методами Ньютона (поиск ну-

лей компонентов вектор-функции *)jS  и градиентного спуска (мини-

мизируется норма функции невязки: 

неизв

* * 2

1

( ,)


 
n

i i
i

S s  
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где неизвn  — количество неизвестных краевой задачи; αi — весовой 

коэффициент; *
is  — компоненты минимизируемой функции *,jS  

представляющие собой разницу между требуемыми и получаемыми  
в конце траектории элементами (зависят от вида граничных усло- 
вий)) [20–21]. 

Следует отметить, что в работе [22] показано, что при перелете 
КА на геостационарную орбиту существуют экстремали (семейства 
оптимальных решений), полностью удовлетворяющие условиям 
принципа максимума Понтрягина и различающиеся угловой дально-
стью (истинной долготой) перелета F . 

При перелете между окололунной и околоземной орбитами также 
возможно существование экстремалей, различающихся угловой 
дальностью перелета, как у Луны Л ,F  так и у Земли З.F  Угловая 

дальность F  не может учесть все свойства траектории, связанные  
с количеством витков у Луны ЛF  и у Земли З.F  Поэтому был введен 

аналог угловой дальности ,F  учитывающий целое число реализо-
ванных витков относительно Луны на момент перехода из селено-
центрической системы координат в геоцентрическую и угловую 
дальность перелета, рассчитываемую относительно Земли, начиная  
с момента перехода в геоцентрическую систему координат: 

 Л З2 ,2  F F F  

где […] — целая часть числа; ЛF  — угловая дальность селеноцен-

трического участка; ЗF  — угловая дальность геоцентрического 

участка. 
В общем случае, проблема поиска траектории перелета с фикси-

рованным аналогом угловой дальности ,F  как и с фиксированной 
угловой дальностью перелета ,F  непосредственно связана с услови-
ями существования такой траектории. Как показывает практика рас-
четов, использование аналога угловой дальности F  обеспечивает 
сходимость краевой задачи к решению с тем количеством витков  
у Луны, которое соответствует начальному приближению неизвестных 
краевой задачи. Момент перехода из селеноцентрической системы  
координат в геоцентрическую определяет наличие разных решений, 
устойчивых в некоторой окрестности ЛF  и, вероятно, определяющих 

разные семейства экстремалей. 
Приведенные далее краевые задачи пространственных перелетов 

КА между окололунной и околоземной орбитами рассмотрены в сле-
дующих постановках: 
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– при фиксированном аналоге угловой дальности перелета или со 
свободным аналогом угловой дальности перелета  

kF t  на правом 

конце траектории (у Земли); 
– при свободных значениях аналога угловой дальности перелета 

 
kF t  и долготы восходящего узла   kt  на правом конце траекто-

рии (у Земли); 
– при свободных значениях аналога угловой дальности перелета 

 
kF t  и долготы восходящего узла   kt  на правом конце траекто-

рии (у Земли), при свободной долготе восходящего узла  0 t  на ле-

вом конце траектории (у Луны). 
В общем, для всех краевых задач рассматривается простран-

ственная задача перелета КА с начальной низкой круговой окололун-
ной орбиты на конечную низкую круговую околоземную орбиту за 
минимальное время. Параметры начальной орбиты — высота 0(H t ) = 

= 100 км, наклонение  Л 0i t  = 90° (относительно плоскости земного 

экватора). Параметры конечной орбиты — высота  kH t  = 800 км, 

наклонение  З ki t  = 51,6°. Здесь и далее индексы «Л» и «З» обозна-

чают селеноцентрическую и геоцентрическую системы координат 
соответственно, «0» и «k» — параметры начальной и конечной орбит. 
Начальная масса КА у Луны  Л 0m t  зафиксирована. 

Краевая задача межорбитального перелета при фиксирован-
ном аналоге угловой дальности перелета или со свободным ана-
логом угловой дальности перелета на правом конце траектории 
(у Земли). Для рассматриваемой краевой задачи приняты следующие 
дополнения параметров для начальной и конечной орбит соответ-
ственно: начальная точка лежит на оси О́X́, связанной с Луной; ко-
нечный аналог угловой дальности  

kF t  — зафиксирован или свобо-

ден (в зависимости от рассматриваемой постановки задачи), конечная 
долгота восходящего узла  Ω kt  — зафиксирована. 

Неизвестными в решаемой краевой задаче являлись начальные 
значения сопряженных переменных (на левом конце траектории  
у Луны) — ЛΨ ,

xe  ЛΨ ,
ye  ЛΨ ,

xi
 ЛΨ ,

yi
 ЛΨF  и продолжительность перелета .t  

Продолжительность перелета включена в состав минимизируемой 
функции и использована нормировка сопряженных переменных (при 
условии  Л

0h t  = 1), для того чтобы исключить из числа неизвест-

ных краевой задачи одну сопряженную переменную Л .h  Начальные 

значения сопряженных переменных m и t  могут быть выбраны 
произвольно, так как они не влияют на закон управления. 



Е.Ю. Кувшинова 

14                                            Инженерный журнал: наука и инновации   # 7·2024 

Для поиска траекторий перелета использовался следующий двух-
стадийный подход. 

Первая стадия: рассматривалась вспомогательная краевая задача, 
для которой используемые компоненты невязки будут иметь вид 

 
 
 

З З 

* З З 
1

З З

,

 

 

 
 

  
   

k
k

k
k

k
k

r t r

S r t r

i t i

                                        (12) 

где r  — радиус перицентра; kt  — конечный момент времени на 

правом конце траектории или дата прибытия КА на целевую около-
земную орбиту; r  — радиус апоцентра; i  — наклонение орбиты. 

Такая постановка определяет незамкнутую краевую задачу, у ко-
торой количество неизвестных переменных превышает количество 
краевых условий, она позволяет более просто получить траекторию 
с заданными свойствами («раскрутку» — у Луны и «скрутку» —  
у Земли). 

Краевую задачу с указанными выше компонентами невязки *
1S  

не требуется решать с высокой точностью, так как она используется 
лишь для получения начального приближения для второй стадии ре-
шения краевой задачи. Переменные на правом конце траектории, на 
которые не наложено жестких условий (долгота восходящего узла, 
аргумент перицентра, истинная аномалия), определяются случайным 
образом. 

При реализации такого подхода для обеспечения сходимости 
краевой задачи целесообразно строить и решать последовательность 
вспомогательных краевых задач. В начальной вспомогательной крае-
вой задаче в краевых условиях на правом конце траектории высота 
околоземной орбиты может быть принята равной, например, 
250 000 км, наклонение — 51,6. При замедлении процесса сходимо-
сти до асимптотического к некоторому уровню минимизируемой 
функции целесообразно решать краевые задачи со снижением высо-
ты околоземной орбиты (например, с шагом по 50 000 км) до обеспе-
чения заданной высоты. При этом каждое решение, полученное на 
предыдущем шаге, будет начальным приближением для последую-
щего шага. 

Вторая стадия: после получения приближенного решения целе-
сообразно переформулировать краевую задачу так, чтобы совпадало 
количество неизвестных краевой задачи и количество краевых усло-
вий, и решать такую задачу точно. 

При постановке задачи с фиксированным аналогом угловой даль-
ности F  компоненты невязки имеют вид 
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 
 
 
 
 
 

З З

З З 

З З 

*
2 З З 

З З 

,

 
 

 
 

 
  

 
  
  
 

k
k

k
х k х

k
y k y

k
х k х

k
y k y

k
k

h t h

e t e

e t e
S

i t i

i t i

F t F

                                       (13) 

где З ,kh  З ,k
xe  З ,k

ye  З ,k
xi  З ,k

yi   kF  — зафиксированы. 

При постановке краевой задачи перелета со свободной перемен-

ной  
kF t  сопряженная переменная  ЗF kt  должна быть равна ну-

лю (т. е. должны выполняться условия трансверсальности) — 

 З 0. F kt  

В этом случае компоненты невязки будут иметь вид 

 
 
 
 
 

 

З З

З З 

З З 
*
3 З З 

З З 

З

,

 
 

 
 

 
  

 
  
  

k
k

k
х k х

k
y k y

k
х k х

k
y k y

F k

h t h

e t e

e t e
S

i t i

i t i

t

                                       (14) 

где З ,kh  З ,k
xe  З ,k

ye  З ,k
xi  З k

yi  — зафиксированы. 

Краевая задача межорбитального перелета при свободных 
значениях аналога угловой дальности перелета и долготы восхо-
дящего узла на правом конце траектории (у Земли). Для рассмат-
риваемой краевой задачи дополнения параметров для начальной  
и конечной орбит соответственно следующие: начальная долгота 
восходящего узла  0 Ω t  = 0,01°, конечные аналог угловой дальности 

перелета  
kF t  и долгота восходящего узла  Ω kt  являются свобод-

ными переменными. Для того чтобы получить траекторию с задан-
ными свойствами так же, как и в предыдущей постановке задачи, 
требуется определить начальные значения пяти сопряженных перемен-
ных — ЛΨ ,

xe  ЛΨ ,
ye  ЛΨ ,

xi
 ЛΨ ,

yi
 ЛΨ  F  и продолжительности перелета .t  

Первая стадия решения краевой задачи будет аналогична поста-
новке задачи, приведенной в предыдущем разделе при фиксирован-
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ном аналоге угловой дальности перелета или со свободным аналогом 
угловой дальности перелета  .

kF t  

Вторая стадия, на которой при постановке краевой задачи со сво-
бодным аналогом угловой дальности перелета  

kF t  и свободной дол-

готой восходящего узла   kt  требуется, чтобы на правом конце траек-

тории выполнялись также условия трансверсальности —  З 0. F kt  

Долгота восходящего узла в конечный момент времени  kt t  мо-
жет быть задана следующим многообразием: 

З 2 З 2  2
1 З 0,   k

x yg e e e  

З 2 З 2 2 З
2 tg 0.

2

 
     

 

k

x y
i

g i i  

Условия трансверсальности применительно к заданному выше 
многообразию имеют вид 

 
 

 
 

З
1

З
1

З
2

З
2

2

2

2

2

  

   


   


   

x

y

x

y

e k х

e k y

i k х

i k y

t e

t e

t i

t i


З З З З

З З З З

0
,

0

    


    

y x

y x

x e y e

x i y i

e e

i i
 

где 1  и 2  — коэффициенты. 
В этом случае компоненты невязки будут представлены следую-

щим образом: 

 
       

       

   
   

 

З З

З З З З

З З З З
*
4

З 2 З 2

З 2 З 2
З

З

,

 
 
   
 
   
 
  
   
  

y x

y x

k
k

x k e k y k e k

x k i k y k i k

x k y k

k
x k y k

F k

h t h

e t t e t t

i t t i t t
S

e t e t

i t i t i

t

                       (15) 

где З ,kh  З
ki  — зафиксированы. 

Краевая задача межорбитального перелета при свободных 
значениях аналога угловой дальности перелета и долготы восхо-
дящего узла на правом конце траектории (у Земли), свободной 
долготе восходящего узла на левом конце траектории (у Луны). 
Для рассматриваемой краевой задачи дополнения параметров для 
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начальной и конечной орбит соответственно следующие: начальная 
точка лежит на оси О́X́, связанной с Луной, начальная долгота восхо-
дящего узла  0  t  — свободная переменная; конечные аналоги угло-

вой дальности перелета  
kF t  и долгота восходящего узла   kt  — 

свободные переменные. 
Для получения траектории с заданными свойствами в данной по-

становке требуется определить начальные значения семи неизвест-
ных. Неизвестными краевой задачи являлись начальные значения со-

пряженных переменных (на левом конце траектории у Луны) — Л ,
xe  

Л ,
ye  Л ,

xi
 Л ,

yi
 Л ,F  неизвестная продолжительность перелета t   

и долгота восходящего узла у Луны  0 . t  

Первая стадия: на ней решалась вспомогательная краевая задача. 
Компоненты невязки будут иметь следующий вид: 

 
 
 
 
 

   

З З

З З

З З 
*
5 З З 

З З

З 2 З 2
З

,
 

 

 
 

 
 

    
 
 
   

k
k

k
k

k
k

k
k

k
k

k
x k y k

e t e

p t p

r t r
S

r t r

i t i

i t i t i

                                 (16) 

где З ,ke  З ,kp  З ,
kr  З ,

kr  З
ki  — зафиксированы. 

Вторая стадия: после получения приближенного решения вспо-
могательная краевая задача переформулируется в основную краевую 
задачу, которую уже необходимо решать точно. 

По сравнению с предыдущей постановкой краевой задачи, где 
только аналог угловой дальности перелета  

kF t  и долгота восходя-

щего узла   kt  на правом конце траектории у Земли полагались 

свободными, в данной постановке задачи дополнительно считалась 
свободной еще и долгота восходящего узла  0 t  на левом конце 

траектории у Луны. В связи с этим краевая задача дополнялась сле-
дующим условием трансверсальности (аналогично условиям транс-
версальности при свободной переменной  ) :kt  

Л Л Л Л 0.   
y xx i y ii i  
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В этом случае условие Л Л Л Л 0   
y xx e y ee e  не будет использовать-

ся, так как в начальный момент времени 0t  окололунная орбита явля-

ется круговой, т. е. e = Л
xe  = Л

ye  = 0 (условие трансверсальности авто-

матически выполняется за счет инициализации исходных данных). 
Компоненты невязки будут иметь вид 

 
       

       

   
   

 
       

Л Л

З З

З З З З

З З З З

* З 2 З 2
6

З 2 З 2
З

З

Л Л
0 0 0 0

,

 
 
   
 
   
 
   
   
 
 
    

y x

y x

y x

k
k

x k e k y k e k

x k i k y k i k

x k y k

k
x k y k

F k

x i y i

h t h

e t t e t t

i t t i t t

S e t e t

i t i t i

t

i t t i t t

                        (17) 

где З ,kh  З
ki  — зафиксированы. 

Таким образом, рассматриваемая методика расчета траекторий 
перелета КА с ЭРДУ включает в себя совокупность следующих по-
ложений: 

– рассматривался пространственный перелет между низкими 
окололунной и околоземной орбитами за минимальное время; 

– определение направления вектора тяги ЭРДУ проводилось  
с использованием принципа максимума Понтрягина и в рамках еди-
ной постановки («сквозной» расчет траектории) с учетом гравитации 
Земли и Луны (без применения метода сфер действия); 

– решение краевых задач выполнялось в две стадии, где в каче-
стве начального приближения основной краевой задачи на второй 
стадии использовалось приближенное решение вспомогательной кра-
евой задачи, полученное на первой стадии; 

– вводился аналог угловой дальности  Л З2 ,/ 2  F F F  позво-

ляющий учесть все свойства траектории, связанные с количеством 
витков и у Луны — Л ,F  и у Земли — З.F  

Результаты оценки влияния на энергетические затраты на 
перелет КА между окололунной и околоземной орбитами раз-
личных баллистических параметров траектории. Далее приведе-
ны результаты оценки затрат характеристической скорости с учетом 
расположения плоскостей начальной и конечной орбит КА, характе-
ризующихся долготой восходящего узла на левом конце траектории  
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у Луны и долготой восходящего узла на ее правом конце — у Земли, 
полученные с помощью разработанной методики расчета простран-
ственных траекторий перелета КА с ЭРДУ между низкими около-
лунной и околоземной орбитами. 

Исследование влияния аналога угловой дальности перелета 
при фиксированных значениях долготы восходящего узла на левом 
и правом концах траектории. Получение оптимальных простран-
ственных траекторий перелета с «раскручивающейся» спиралью  
у Луны и «скручивающейся» спиралью у Земли характеризуется вы-
числительными проблемами при низких высотах стартовой около-
лунной и целевой околоземной орбит, поэтому во многих методиках 
(например в [9]) для ее преодоления используются высокие началь-
ные и/или конечные орбиты. В выполненном исследовании для полу-
чения оптимальных пространственных траекторий перелета между 
низкими окололунной и околоземной орбитами был реализован под-
ход с применением решения вспомогательных краевых задач. При 
его использовании для расчета траектории перелета в равноден-
ственных элементах начальный вектор сопряженных переменных 
можно определить варьированием сопряженных переменных с боль-
шим шагом от начального вектора из нулей и единиц следующего 
вида:  

 Л 1, h  Л Л Л Л Л 0 .         
х y х ye e i i F  

Таким образом, получается первое приближенное решение вспо-
могательной краевой задачи с компонентами невязки (12). Далее с 
теми же компонентами невязки реализуется метод спуска по пара-
метру (по высоте орбиты). 

Решение краевых задач пространственного перелета между около-
лунной и околоземной орбитами проведено со следующими исходны-
ми данными: стартовая окололунная орбита высотой 100 км; плос-
кость стартовой орбиты лежит в плоскости, перпендикулярной 
плоскости земного экватора; целевая околоземная орбита высотой 
800 км и наклонением 51,6; начальное ускорение принято равным 
1,7·10–3 м/с2; удельный импульс тяги ЭРДУ составляет 29 420 м/с; дата 
старта с окололунной орбиты — 10 января 2020 года (такая дата старта 
представлена в работе [12] на примере расчета траектории перелета 
с фиксированным аналогом угловой дальности ,F  которая является 
начальным приближением для настоящего исследования). 

Аналог угловой дальности F  допускает неоднозначность в зада-
нии траектории с точностью до перераспределения целого количества 
витков между геоцентрическим и селеноцентрическим участками. Од-
нако практика расчетов показывает, что аналог угловой дальности F  
обладает свойством незначительно изменять угловую дальность селе-
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ноцентрического участка ЛF  при варьировании угловой дальности 

геоцентрического участка З.F  В результате решения вспомогатель-

ной краевой задачи с компонентами невязки (12) случайным образом 
было определено численное значение аналога угловой дальности ,F  
которое было зафиксировано и использовано для решения краевой за-
дачи с компонентами невязки (13). От полученной экстремали строи-
лась последовательность решений с перебором величины ,F  т. е. 

строилась зависимость  хар .V F  Для получения зависимости  хар
V F  

использовался метод спуска по параметру .F  При этом в процессе 
решения угловая дальность селеноцентрического участка ЛF  остава-

лась практически неизменной, а угловая дальность геоцентрического 
участка ЗF  изменялась малыми шагами. 

Для принятых исходных данных были получены оценки затрат 
характеристической скорости в зависимости от аналога угловой 
дальности .F  Зависимости величины затрат характеристической ско-

рости харV  и конечные значения сопряженной переменной ЗF  от  

угловой дальности геоцентрического участка ЗF  при двух фиксиро-

ванных значениях долготы восходящего узла  Ω kt  в конечный мо-

мент времени у Земли, равных 290 и 0, представлены на рис. 2 и 3 
соответственно. 

Минимальные значения оценки затрат характеристической ско-
рости, равные ~8220 м/с при значении долготы восходящего узла  
у Земли   Ω kt  = 290   и  ~ 8428 м/с —  при   Ω kt  = 0,  достигаются 

 

Рис. 2. Зависимость Vхар и конечного значения ЗΨ F  от FЗ  

при долготе восходящего узла у Земли  Ω kt  = 290 
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Рис. 3. Зависимость Vхар и конечного значения ЗΨ F  от FЗ  

при долготе восходящего узла у Земли  Ω kt  = 0 

 
при близких значениях угловой дальности геоцентрического участ-
ка З ,F  составляющих 52 515 и 52 540, или ~146 витков (при этом 

угловая дальность селеноцентрического участка ЛF  ~12 240, или 

34 витка). 
В точках, где оценка затрат характеристической скорости прини-

мает минимальное значение, сопряженная переменная  ЗF kt  = 0, т. е. 

выполняется условие трансверсальности для постановки краевой зада-
чи перелета при свободной переменной  .

kF t  Зависимости  хар З ,V F  

приведенные на рис. 2 и 3, объединяет наличие одной экстремали 
в отличие от аналогичных зависимостей  харV F  в задаче перелета на 

геостационарную орбиту [22]. 
Таким образом, предположение о наличии только одного миниму-

ма в зависимости оценки затрат характеристической скорости от ана-

лога угловой дальности позволяет использовать условие  ЗΨF kt  = 0  

и не задавать заранее неизвестную переменную   ,
kF t  а определять 

как оптимальную. 
Исследование влияния долготы восходящего узла на правом 

конце траектории при фиксированном значении долготы восходя-
щего узла на левом конце траектории у Луны и свободном значении 
аналога угловой дальности перелета. В решенных ранее краевых за-
дачах долгота восходящего узла на правом конце траектории у Зем-
ли  Ω kt  определялась случайным образом из решения краевой зада-

чи с компонентами невязки (13). Определение долготы восходящего 
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узла  Ω kt  оптимальным образом позволит получить меньшее зна-

чение оценки затрат характеристической скорости, необходимой на 
перелет. 

В предыдущем примере исследование влияния аналога угловой 
дальности на оценку затрат характеристической скорости приведено 
при двух значениях долготы восходящего узла у Земли (290 и 0). 
Ниже даны результаты оценки затрат характеристической скорости 
при изменении долготы восходящего узла у Земли  Ω kt  от 0 до 360 

с шагом 1. Для этого был решен ряд краевых задач с компонентами 

невязки (14) при  ЗΨF kt  = 0, где в качестве достаточно хорошего 

начального приближения использовалось ранее полученное решение 
при  Ω kt  = 290, и с исходными данными, приведенными в преды-

дущем иллюстрирующем примере. Полученная зависимость оценки 
затрат характеристической скорости от долготы восходящего узла  

у Земли  Ω kt  при  ЗΨF kt  = 0 представлена на рис. 4 (данная зависи-

мость была получена в предыдущих исследованиях и приведена в [23]). 

 

Рис. 4. Оценка затрат характеристической скорости харV  в зависимости  

от долготы восходящего узла у Земли  Ω kt  при  ΨЗ
F kt  = 0 

 
Функция   хар Ω ,kV t  показанная на рис. 4, при изменении долго-

ты восходящего узла у Земли от 0 до 360° имеет два минимума и один 
максимум, которые соответствуют значениям долготы восходящего  
узла у Земли, равным 61°, 288° и 185°. При оптимальной (обеспечива-
ющей минимальные энергетические затраты) угловой дальности гео-
центрического участка ЗF  ~ 52 485° (~146 витков) минимальная оценка 
затрат характеристической скорости, равная 8161 м/с, достигается при 
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долготе восходящего узла у Земли  Ω kt  = 61°. Максимальное значе-

ние оценки затрат характеристической скорости, равное 8971 м/с, до-
стигается при долготе восходящего узла у Земли   kt  = 185° (угло-

вая дальность геоцентрического участка ЗF  ~ 51 745° (~144 витка)). 
Разница между минимальным и максимальным значениями оценки за-
трат характеристической скорости в зависимости от конечной долготы 
восходящего узла у Земли составила ~810 м/с (~9 % от максимального 
значения). 

С целью определения оптимальных значений на правом конце тра-
ектории не только аналога угловой дальности, но и долготы восходя-
щего узла была решена краевая задача с компонентами невязки (15)  
(в качестве начального приближения был использован вектор неиз-
вестных переменных, полученный при  Ω kt  = 61°) со свободными 

переменными  
kF t  и  Ω .kt  Для решенной краевой задачи опти-

мальное (соответствующее минимальному значению оценки затрат ха-
рактеристической скорости) значение долготы восходящего узла  
у Земли составило 60,7, оптимальное значение истинной долготы се-
леноцентрического участка — ЛF  ~ 12 317 (~34 витка), геоцентриче-

ского участка — ЛF  ~ 52 486 (~146 витков). При этом оценка затрат 
характеристической скорости на перелет имела значение 8161 м/с.  
Искомые значения неизвестных краевой задачи* равны соответственно: 

Лψ
xe  = –0,0017751174; Лψ

ye  = –0,0030719190; Л
xi

 = –0,0137890768; 

Лψ
yi

 = –0,0093318108; ЛψF  = 6,8383210–5, t  = 1,2320245878. Точность 

решения краевой задачи составила несколько десятков метров от за-
данного значения высоты круговой орбиты 800 км. Точность по 
наклонению орбиты в градусах составила 1,0 10–4 при заданном зна-
чении 51,6°. Продолжительность перелета с окололунной орбиты на 
околоземную — 48,5 сут. 

Исследование влияния долготы восходящего узла на левом кон-
це траектории при свободных значениях аналога угловой дально-
сти перелета и долготы восходящего узла на правом конце траек-
тории. Для достижения цели этого исследования краевые задачи 
решались со следующими исходными данными: пространственный пе-
релет с окололунной орбиты высотой 100 км с плоскостью стартовой 

                                                            
* Значения неизвестных краевой задачи приведены с точностью до 10-го знака 

после запятой. Расчеты показали, что при уменьшении количества знаков после за-
пятой до 8 точность решения краевой задачи снижается. В этом случае точность 
решения составляет несколько десятков километров от заданного значения высоты 
круговой орбиты, равного 800 км, по наклонению орбиты в градусах – 1,310–1 при 
заданном значении i = 51,6. 
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орбиты, лежащей в плоскости, перпендикулярной плоскости земного 
экватора, на околоземную орбиту высотой 800 км и наклонением 
51,6°; начальное ускорение принято равным ~1,7·10–3 м/с2, удельный 
импульс тяги электроракетных двигателей — 29 420 с, дата старта —  
22 августа 2038 года (выбор даты обусловлен близостью оскулирую-
щих элементов Луны к соответствующим оскулирующим элементам 
на дату 10 января 2020 года, для которой ранее были получены реше-
ния краевых задач). 

Краевые задачи решались с компонентами невязки (15) при сво-
бодных значениях аналога угловой дальности  

kF t  и долготы вос-

ходящего узла  Ω kt  на правом конце траектории у Земли. Долгота 

восходящего узла на левом конце траектории  0Ω t  у Луны варьиро-

валась на интервале от 0 до 360. 
В результате расчетов получена оценка затрат характеристиче-

ской скорости от долготы восходящего узла у Луны  0Ω t  на интер-

вале от 0 до 360 с изменяемым шагом (рис. 5). Краевые задачи ре-
шены с высокой точностью, которая составила от 2 км до 10 м от 
заданного значения высоты круговой орбиты (800 км). Точность по 
наклонению в градусах была в диапазоне от 7,710–7 до 1,010–6 от за-
данного значения 51,6. 

 

Рис. 5. Оценка затрат характеристической скорости харV  в зависимости  

от долготы восходящего узла у Луны  0Ω t  

 

На рис. 5 видно, что зависимость   хар 0ΩV t  при изменении 

долготы восходящего узла у Луны от 0 до 360° имеет два минимума 
и два максимума, которые соответствуют значениям долготы восхо-
дящего узла у Луны, равным 37°, 200° и 115°, 300°. Минимальное 
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значение оценки затрат характеристической скорости, составляющее 
7911 м/с, достигается при следующих оптимальных, т. е. обеспечи-
вающих минимальные энергетические затраты, параметрах: долготе 
восходящего узла у Луны  0Ω t  = 200°, угловой дальности геоцен-

трического участка ЗF  ~ 52 800° (~146 витков), угловой дальности 

селеноцентрического участка ЛF  ~ 12 624° (~35 витков). 

Максимальное значение оценки затрат характеристической ско-
рости ~ 8122 м/с достигается при долготе восходящего узла у Луны 
 0Ω t  = 115°, при этом ЗF  ~ 52 441° (~146 витков), ЛF  ~ 12 610° 

(~35 витков). Разница между минимальным и максимальным значе-
ниями оценки затрат характеристической скорости в зависимости от 
начальной долготы восходящего узла у Луны составила ~210 м/c 
(~3 % от максимального значения). Зависимость   хар 0Ω ,V t  по-

строенная для принятых исходных данных, в отличие от зависимо-
сти   хар Ω ,kV t  имеет два максимума, которые соответствуют зна-

чениям долготы восходящего узла у Луны 115° и 300°, с разницей 
в оценке затрат характеристической скорости, равной 34 м/с. 

С целью определения оптимальных значений долготы восходя-
щего узла на левом и правом концах траектории, а также аналога  
угловой дальности на правом конце траектории была решена вспомо-
гательная краевая задача с компонентами невязки (16), а затем ос-
новная краевая задача с компонентами невязки (17) со свободными 
переменными  0Ω ,t   Ω ,kt   .

kF t  Для решенной краевой задачи 

были получены оптимальные (соответствующее минимальному зна-
чению оценки затрат характеристической скорости) значения долго-
ты восходящего узла у Земли  Ω kt  = 11,7, долготы восходящего  

узла у Луны  0Ω t  = 199,1, угловой дальности селеноцентрического 

участка ЛF  ~ 12 623 (~35 витков) и геоцентрического участка 

ЗF  ~ 52 800 (147 витков). При этом оценка затрат характеристиче-
ской скорости на перелет составила 7911 м/с. 

Искомые значения неизвестных краевой задачи равны соответ-
ственно Лψ

xe  = –0,0272170617; Лψ
ye  = –0,0256438466; Лψ

xi
 =  

= 0,0516461101; Лψ  
yi

= 0,0179191675; ЛψF  = 0,0015570103,  t =  

= 1,1991805976;  0Ω t  = 3,4755572408. Точность решения краевой за-

дачи составила несколько десятков метров от заданного значения высо-
ты круговой орбиты, равной 800 км, точность по наклонению орбиты в 
градусах — 1,710–6 при заданном значении 51,6°, продолжительность 
перелета с окололунной орбиты на околоземную — 47,2 сут. 



Е.Ю. Кувшинова 

26                                            Инженерный журнал: наука и инновации   # 7·2024 

Таким образом, разница между минимальным и максимальным 
значениями оценки затрат характеристической скорости, необходи-
мой на перелет, при варьировании долготы восходящего узла у Земли 
 Ω ,kt  равная 810 м/c почти в 4 раза превышает разницу между ми-

нимальным и максимальным значениями при варьировании долготы 
восходящего узла у Луны  0Ω t  (210 м/с). Такая разница может быть 

обусловлена массой Земли, которая больше в 81,3 раза массы Луны. 
Заключение. Усовершенствована методика расчета простран-

ственных траекторий перелета КА с ЭРДУ, позволяющая с высокой 
точностью определять оценку затрат характеристической скорости, 
необходимой на перелет между низкими окололунной и околоземной 
орбитами. Особенностью методики является введение вместо угловой 
дальности F  аналога угловой дальности ,F  позволяющего учесть все 

свойства траектории, связанные с количеством витков у Луны ЛF  и 

у Земли З.F  

Для решения краевых задач была использована двухстадийная 
методика решения, в которой в качестве начального приближения 
основной краевой задачи на второй стадии использовалось прибли-
женное решение вспомогательной краевой задачи, полученное на 
первой стадии. 

При постановке краевых задач межорбитального перелета с фик-
сированным аналогом угловой дальности перелета на правом конце 
траектории — у Земли (при фиксированных значениях долготы вос-
ходящего узла на левом и правом концах траектории) показано нали-
чие только одного минимума в зависимости оценки затрат характе-
ристической скорости от аналога угловой дальности, что позволило 
использовать постановку задачи со свободной переменной F . Так, 
при значении долготы восходящего узла у Земли, равной 290, мини-
мальное значение оценки затрат характеристической скорости соста-
вило ~8220 м/с. 

Получены оценки влияния на затраты характеристической скоро-
сти долготы восходящего узла у Земли при свободном аналоге угловой 
дальности перелета  

kF t  и фиксированном значении долготы восхо-

дящего узла на левом конце траектории у Луны. Показано наличие 

двух минимумов и одного максимума в зависимости   хар Ω  ,kV t  ми-

нимальное значение оценки затрат характеристической скорости соста-
вило 8161 м/с при значении долготы восходящего узла у Земли, рав-
ном 60,7. Разница между минимальным и максимальным (~8970 м/с) 
значениями оценки затрат характеристической скорости состави-
ла ~810 м/c, или ~9 % от максимального значения. 
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Получены оценки влияния на затраты характеристической скоро-
сти долготы восходящего узла у Луны при свободных аналоге угло-
вой дальности перелета  

kF t  и долготе восходящего узла на правом 

конце траектории у Земли. Показано наличие двух минимумов и двух 

максимумов в зависимости   хар 0Ω  .V t  Минимальное значение 

оценки затрат характеристической скорости составило 7911 м/с при 
значениях долготы восходящего узла у Луны, равном 199,1, и долго-
ты восходящего узла у Земли, равном 11,7. Разница между мини-
мальным и максимальным (~8122 м/с) значениями оценки затрат ха-
рактеристической скорости составила ~210 м/c, или ~3 % от 
максимального значения. 
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The paper considers spatial flight of the electric propulsion system powered spacecraft 
between the low lunar and near-Earth orbits with a minimum time. The paper objective is 
to assess the influence of characteristic velocity required for a flight between the lunar 
and near-Earth orbits, such as the trajectory ballistic parameters, flight angular range 
(true longitude) and the orbital plane position in vicinity of the Earth and the Moon, on 
the expenses. Thrust vector direction of the electric rocket propulsion system is deter-
mined using the Pontryagin maximum principle. Flight trajectories in the Earth—Moon 
system were optimized in terms of determining the thrust vector direction of the electric 
rocket propulsion system within the framework of a single formulation (end-to-end tra-
jectory calculation) taking into account the Earth and the Moon gravity (without using 
the sphere of action method). Their position was determined according to the EPM 2008 
ephemeris model. 
 
Keywords: spacecraft, optimal flight trajectories, electric rocket propulsion system, low 
thrust, flight in the Earth–Moon system 
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