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Рассмотрены задачи анализа устойчивости по Якоби, а также восстановления сво-
бодных параметров динамической системы Лоренца по косвенной, приближенно за-
данной информации. В контексте теории Косамби — Картана — Черна введено 
геометрическое описание эволюции системы во времени и определены пять геомет-
рических инвариантов. Собственные значения второго инварианта (тензора кри-
визны отклонения) дают оценку устойчивости системы по Якоби. Подобное иссле-
дование представляет интерес в приложениях, где требуется установить области, 
в которых имеют место одновременно устойчивость по Ляпунову и устойчивость 
по Якоби. Сформулирована обратная задача восстановления параметров системы 
по заданным приближенно собственным значениям второго инварианта. Решение 
регуляризованной обратной задачи определено с использованием оптимизационного 
подхода. Скалярные критериальные функции предполагаются непрерывными, мно-
гомерными, многоэкстремальными, локально липшицевыми, не обязательно всюду 
дифференцируемыми. При поиске глобальных решений применен новый гибридный 
алгоритм, интегрирующий стохастический алгоритм сканирования пространства 
переменных и детерминированный метод локальной минимизации. В фазе локально-
го поиска введены двухпараметрические сглаживающие аппроксимации критериаль-
ных функций. Приведен численный пример восстановления параметров системы  
Лоренца. 
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Введение. Исследования устойчивости динамических систем  

в общем случае могут включать в себя применение теории Косамби — 
Картана — Черна (теории ККЧ) [1, 2]. При этом реализуется дифферен-
циально-геометрический подход к вариационным дифференциальным 
уравнениям, описывающим отклонение целой траектории системы от 
ближайших траекторий. При геометрическом описании, вводимом тео-
рией ККЧ, могут быть определены пять геометрических инвариантов 
системы. Второй инвариант (называемый тензором кривизны отклоне-
ния) дает оценку устойчивости системы по Якоби: соответствующий 
критерий устойчивости формулируется с использованием собственных 
значений указанного инварианта. Анализ устойчивости по Якоби связан 
с изучением робастности динамической системы как меры нечувстви-
тельности и адаптации к изменению параметров как собственно систе-
мы, так и окружающей среды [3]. Применение теории ККЧ актуально  
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в практических приложениях, где требуется определить области, в ко-
торых имеют место одновременно устойчивость по Ляпунову и устой-
чивость по Якоби. 

Пусть для нелинейной динамической системы с заданной струк-
турой определен тензор кривизны отклонения. Предполагается, что 
собственные значения указанного тензора не только дают оценку 
устойчивости системы по Якоби (в соответствии с теорией ККЧ), но 
также несут и содержательную информацию о самой системе. Неко-
торые обратные задачи на собственные значения тензоров представ-
лены в работе [4]. Далее рассматривается постановка задачи, в кото-
рой требуется определить существенные характеристики системы по 
заданным собственным значениям ее тензора кривизны отклонения. 
Необходимые входные данные задачи могут быть получены из экс-
перимента посредством прямых измерений с последующей компью-
терной обработкой. Искомыми являются, например, физические  
и геометрические характеристики системы и окружающей среды, ха-
рактеристики управления и др. Формулируется обратная задача вос-
становления существенных параметров исследуемой динамической 
системы по косвенной информации, представленной конечным мно-
жеством собственных значений тензора кривизны отклонения. Обрат-
ные задачи восстановления параметров систем относятся к классу не-
корректно поставленных задач, при решении которых требуется 
применение специальных регуляризирующих методов [5].  

Одним из основных подходов к решению обратных задач является 
оптимизационный, связанный с минимизацией некоторой критериаль-
ной функции. В приложениях необходимо также учитывать неполноту 
входной косвенной информации, зашумленность измеряемых данных, 
возможное наличие кратных собственных значений и др. [6, 7]. Ввиду 
естественной ограниченности энергии изменений в системе вводится 
предположение о том, что отношения приращений критериальных 
функций к приращениям аргументов не превышают некоторого порога, 
характеризуемого константой Липшица [8]. В общем случае критери-
альные функции обратных задач являются непрерывными, многомер-
ными, локально липшицевыми, многоэкстремальными, не обязательно 
всюду дифференцируемыми. Следовательно, для решения обратных 
задач восстановления параметров системы требуется применение алго-
ритмов глобальной недифференцируемой оптимизации [9]. В целом, 
рассматриваемый далее подход основан на разработке и применении 
математических моделей систем, методов определения геометрических 
структур и анализа устойчивости систем по Якоби на основе теории 
ККЧ, методов теории обратных задач, методов глобальной оптимизации. 

Геометрические инварианты системы и ее устойчивость по 
Якоби. Краткий обзор теории ККЧ дан в работах [1, 2]. Уравнения 
движения n -мерной системы (нелинейные в общем случае) могут 
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быть получены с использованием уравнений Эйлера — Лагранжа  
и представлены в виде [2] 

2 ( , , ) 0  i i j jx G x x t , 1, 2, ..., ,i n                            (1) 

где локальная система координат ( , , ),   1,  2,  ... ,  ,i ix x t i n  введена  
на открытом связном подмножестве   евклидова (2 1)n -мерного 

пространства 1R R R ; n n  1 2( , ,  ... , ),i nx x x x  / ,i ix dx dt  ix  
2 2/ id x dt  (t  — время); каждая функция ( , , )i i iG x x t  имеет класс 

гладкости C  в окрестности некоторых начальных условий 

0 0 0(( ) , ( ) , )x x t  на  . В рамках подхода могут быть определены пять 
геометрических инвариантов системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений второго порядка (1).  

Для несингулярных преобразований координат ККЧ-ковариантная 

производная векторного поля ( )


  


i
i

x
x

 на подмножестве   опре-

деляется в виде [1] 

,
 

  
i i

i j
j

D d
N

dt dt
 

где локальные коэффициенты нелинейной связности определены как 

,





i
i
j j

G
N

y
 и тогда при  i iy  получается первый ККЧ-инвариант i : 

2 .  i j i i
jN y G  

Варьирование траекторий ( )ix t  уравнений (1) относительно  
ближайших траекторий приводит к уравнениям в ковариантной фор-
ме [1, 2]: 

2

2
.


 

i
i j
j

D
P

dt
                                          (2) 

Здесь i  — контравариантное векторное поле, определенное на ;  
i
jP  — тензор, определяемый в виде  

2 2 ,
i
ji k k i i k i

j jk k j jk

N
P x G G N N Z

x


   


  

где i
jkG  — локальные коэффициенты связности Бервальда, i

jkG  
2
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 
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Уравнение (2) называется уравнением Якоби, а тензор i
jP  — вто-

рым ККЧ-инвариантом (тензором кривизны отклонения). В рамках 
рассматриваемой теории могут быть определены пять ККЧ-инва-
риантов исследуемой системы. Третий, четвертый и пятый инвариан-
ты системы определяются согласно [1]: 

1
,

3

  
  
   

i i
ji k

jk k j

P P
P

y y
   ,





i
jki

jkl l

P
P

y
   .






i
jki

jkl l

G
D

y
 

Третий инвариант i
jkP  интерпретируют как тензор кручения. Чет-

вертый i
jklP  и пятый i

jklD  инварианты называются тензором кривизны 

Римана — Кристоффеля и тензором Дугласа соответственно. В общем 
случае они могут быть использованы для описания геометрических 
свойств систем дифференциальных уравнений второго порядка. 

Определение [1]. Траектории системы дифференциальных урав-
нений (1) устойчивы по Якоби, если и только если действительные 

части собственных значений тензора i
jP  всюду строго отрицатель-

ны, и неустойчивы по Якоби в противном случае. 

Далее собственные значения тензора i
jP  рассматриваются в каче-

стве входной информации для решения обратной задачи восстанов-
ления параметров динамической системы. Сформулированная обрат-
ная задача в рамках выбранной математической модели описывается 
операторным уравнением [6] 

,Ax y  ,x X  ,y Y  

где ,X Y  — гильбертовы пространства; A  — компактный линейный 
оператор, действующий из X  в .Y  

Правая часть возмущенного операторного уравнения представляет 

приближенные входные данные ,y  определенные из эксперимента. 
Предполагается, что погрешность задания входной информации    

известна и имеет место  .   y y  Требуется определить устойчи-

вые приближенные решения по заданной приближенно информа- 

ции .y  Существенно, что во многих приложениях обратные задачи 
являются некорректно поставленными. Далее реализуется подход, 
основанный на методах регуляризации [5–7]. Приближенное решение 
обратной задачи восстановления параметров системы предполагает 
поиск минимума функционала Тихонова ( ) :J x  

arg min ( ).
 




x X
x J x  
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Здесь 
x  — регуляризованное решение уравнения Ax y  с пара-

метром регуляризации .  
Динамическая система Лоренца. Рассматривается применение 

теории ККЧ к системе дифференциальных уравнений, связанных  
с механикой жидкости. Исследуется система Лоренца, описываемая 
системой трех нелинейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений [10, 11]: 

1
;  


dX

X Y
dt

 

;   
dY

XZ X Y
dt

 

, 
dZ

XY Z
dt

 

где координата X  представляет поле скоростей; координаты Y  и Z  
представляют поле температур; , ,    — некоторые свободные  
(изменяемые) параметры.  

Представленные обыкновенные дифференциальные уравнения 
аппроксимируют систему дифференциальных уравнений в частных 
производных, описывающих конвекцию (с конечной амплитудой)  
в слое жидкости, подогреваемой снизу. С физической точки зрения 
параметры ,   и   интерпретируются как число Прандтля, нормали-
зованное число Рэлея и геометрический фактор (содержит инфор- 
мацию о геометрии конвективной ячейки) соответственно. Суще-
ственно, что система уравнений Лоренца является детерминирован-
ной, однако ее решение демонстрирует хаотическое поведение при 

( 3) / ( 1)      и 1.    После ввода обозначений 
1,X X  1,X Y  2,Z X  2 ,Z Y  3Y X  система Лоренца может 

быть представлена уравнениями вида (1): 

2

2
2 ( , ) 0, 

i
i i id X

G X Y
dt

    1,  2.i  

В контексте анализа устойчивости по Якоби в работе [11] указа-
ны следующие точки равновесия динамической системы Лоренца:  

0 (0,  0)S , если 1  ; 

( 1),   1     S   и  ( 1),   1      S , если 1  . 

Далее рассматривается точка равновесия S , 1  : в этом случае 

компоненты тензора кривизны отклонения определяются в виде 
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1 2
1

1
( ) (1 ) ,

4   P S  

1
2 ( ) ( 1),    P S  

2
2

1
( 1)[( 7 1) 1)]

( ) ,
4

     



P S  

2 2
2 ( ) ( 1).    P S  

Теорема [11]. Если свободные параметры ,  1   и   системы 
Лоренца удовлетворяют одновременно условиям 

2( 1) ( 1) / 4 0      и 

 [ 7 ( 9)] 2 ( 1)( 1) / 4 0,           

то точки равновесия ( 1),   1     S  и ( 1),   1      S  си-

стемы Лоренца устойчивы по Якоби; в противном случае эти точки 
равновесия неустойчивы по Якоби. 

Численный пример. Сформулирована обратная задача восста-
новления параметров динамической системы Лоренца по заданной 
косвенной входной информации — собственным значениям ее тензо-
ра кривизны отклонения. Система рассматривается при следующих 

стандартных значениях ее параметров [11–13]: * 10;   * 28;   
* 2, (6).   Косвенная информация (приближенные собственные зна-

чения тензора кривизны отклонения), полученная моделированием 
системы при стандартных значениях параметров для точки равнове-

сия системы ( 1),   1 ,     S  представляет входные данные для 

решения обратной задачи: * 102,6;    * 69,13   (система неустой-

чива по Якоби). Относительная погрешность входных данных в рас-
сматриваемом численном примере не превышает 1 %. Переменными 
задачи являются относительные величины 1 2 3,  ,  ,x x x  соответствую-

щие параметрам , , .    Критериальная функция определена в виде  

 
2

2

1

( )


   i i
i

F x f x
2

2
 , x  

где ,  ( )i if x  — весовой коэффициент и частный критерий, здесь со-

ответствующие i -му собственному значению :i  1( ) ( ),  x x  

2 ( ) ( );  x x    *( ( )),  i i if x x  1,  2;i    — параметр регуляри-

зации; 3R .x  
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Численное решение регуляризованной обратной задачи получено 
с использованием нового гибридного алгоритма глобальной оптими-
зации. Предложенный алгоритм интегрирует стохастический алго-
ритм QOM-PCA сканирования пространства переменных [14] и де-
терминированную процедуру локального поиска — метод LMSI-
линеаризации с построением сглаживающих аппроксимаций и итера-
ционным уточнением [15]. 

 

Рис. 1. Изменение значений свободных переменных ,ix  1,  3,i   

с ростом числа итераций iterN
 

 

 

Рис. 2. Изменение значений критериальной функции  F x   

и нормы вектора направления поиска  Nr w  с ростом числа итераций iterN  

 
Используется программное обеспечение, реализующее гибридный 

алгоритм глобальной оптимизации QOM-PCALMSI [16]. Изменение 
значений переменных 1 2 3,  ,  x x x  с ростом числа итераций iterN  в заклю-

чительной фазе локального поиска показано на рис. 1; соответствующее 
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изменение значений критериальной функции  F x  и нормы  Nr w  

вектора направления поиска w  представлено на рис. 2. 
Восстановленные приближенные значения параметров системы 

Лоренца: 10,143  ; 28,001  ; 2,637  . Относительная погреш-
ность полученного численного решения обратной задачи не превы-
шает 1,5 %. 

Заключение. В контексте теории Косамби — Картана — Черна 
выполнен анализ устойчивости по Якоби динамической системы Ло-
ренца. Представлена методика восстановления параметров системы по 
косвенной входной информации, представленной собственными зна-
чениями ее тензора кривизны отклонения. При решении обратной за-
дачи восстановления параметров реализован оптимизационный под-
ход. Применен новый гибридный алгоритм глобальной оптимизации, 
интегрирующий стохастический алгоритм сканирования пространства 
переменных и детерминированный метод локального поиска. Приве-
дены результаты численного решения задачи восстановления стан-
дартных параметров неустойчивой по Якоби системы Лоренца. Точ-
ность приближенного решения согласована с точностью задания 
входной информации. 
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The paper considers problems of the Jacobi stability analysis and recovery of the Lorenz 
dynamic system free parameters according to the indirect approximately specified infor-
mation. In the context of the Kosambi — Cartan — Chern theory, it presents geometric 
description of the system evolution in time and defines the five geometric invariants. Ei-
genvalues of the second invariant (deviation curvature tensor) are assessing the system 
Jacobi stability. Such a study is of interest in applications, where it is required to estab-
lish domains with both the Liapunov and the Jacobi stabilities. The paper formulates the 
inverse problem on recovering the system parameters according to the approximately 
specified eigenvalues of the second invariant. The regularized inverse problem is solved 
using the optimization approach. The scalar criterion functions are assumed to be con-
tinuous, multidimensional, multi-extremal, locally Lipschitzian, and not necessarily dif-
ferentiable anywhere. A new hybrid algorithm is introduced in searching for the global 
solutions. It integrates the stochastic algorithm scanning the variables space and the lo-
cal minimization deterministic method. In the local search phase, the two-parameter 
smoothing approximations of the criterial functions are introduced. Numerical example 
of the Lorenz system parameters recovery is provided. 
 
Keywords: Jacobi stability, Kosambi–Cartan–Chern theory, geometric invariant, Lorenz 
system, parameter recovery, global optimization, hybrid algorithm 
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