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Представлены результаты исследования верхних металлических несущих подкреп-
ленных панелей кессона крыла самолета средней грузоподъемности, которые 
нагружены сжимающими и касательными усилиями. Принято условие допусти-
мости потери устойчивости обшивок при нагрузках, близких к эксплуатационному 
уровню. В данном случае обшивки классифицированы как пластины средней тол-
щины, при анализе геометрически нелинейного поведения которых следует учиты-
вать мембранные и изгибные напряжения. Предложены прикладные методики 
(алгоритмы) определения минимальных толщин обшивок, нагруженных сжимаю-
щими, касательными и комбинированными усилиями, при допустимости начально-
го этапа геометрически нелинейного поведения. Указанные методики (алгоритмы) 
основаны на использовании аналитических решений геометрически нелинейных за-
дач, полученных методом Бубнова — Галеркина. В работе сформулированы пунк-
ты общей методики (алгоритма) определения минимальных толщин металличе-
ских панелей с учетом мембранных и изгибных напряжений, возникающих при 
закритическом состоянии. Представлены особенности прикладных методик (алго-
ритмов) проектирования панелей для двух уровней нагружения: на первом — обес-
печивается устойчивость, а на втором — прочность при закритическом состоя-
нии.  
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Введение. Обшивками подкрепленных панелей кессона крыла 

самолета средней грузоподъемности могут служить верхние метал-
лические панели, представленные на рисунке. Будем считать, что они 
имеют толщину δ и геометрические параметры a и b (a>>b). Кроме 
того, пусть допускается потеря  устойчивости указанных панелей при  
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нагрузках, близких к эксплуатационному уровню. Поскольку в дан-
ном случае панели можно считать пластинами средней толщины [1], 
для них при анализе закритического состояния следует учитывать 
мембранные и изгибные напряжения.  

Цель данной работы — разработка общей методики (алгоритма)  
и представление прикладных аналитических методик для определе-
ния минимальных толщин металлических панелей с учетом мем-
бранных и изгибных напряжений, возникающих при закритическом 
состоянии.  

Следовательно, необходимо решить три задачи: 
во-первых, разработать прикладные методики (алгоритмы) опре-

деления минимальных толщин панелей при закритическом состоянии 
по условиям обеспечения прочности с учетом возникающих мем-
бранных и изгибных напряжений;  

во-вторых, формализовать общую методику (алгоритм) опреде-
ления минимальных толщин для панелей средней толщины при гео-
метрически нелинейном состоянии;  

в-третьих, проанализировать особенности методик вычисления 
толщин с учетом двух уровней нагружения и вычисления двух пере-
менных — толщины и ширины панели с учетом указанных выше 
мембранных и изгибных напряжений. 

В течение уже нескольких десятков лет остается актуальным ре-
шение задачи определения оптимальных толщин металлических не-
сущих панелей кессона крыла с различными прочностными ограниче-
ниями. К указанным ограничениям формально относятся ограничения 
по статической прочности, устойчивости и прочности при закритиче-
ском состоянии. Следует отметить, что, с одной стороны, существует 
большое количество аналитических методик поверочного расчета ме-
таллических панелей с учетом указанных ограничений, с другой — 
крайне мало работ, посвященных аналитическим методикам проекти-
ровочных расчетов с учетом достаточно сложных ограничений, каса-
ющихся закритического поведения. Особенность данной работы  
заключается в разработке методики проектирования металлических па-
нелей с использованием аналитических решений методом Бубнова — 
Галеркина и с учетом аналитических соотношений для мембранных 
и изгибных напряжений. Таким образом, разработка методик (алгорит-
мов) проектирования панелей средней толщины при закритическом 
состоянии с учетом мембранных и изгибных напряжений является  
актуальной.  

Расчетам и проектированию несущих панелей с учетом ограни-
чений по устойчивости и по прочности при закритическом состоянии 
посвящен ряд публикаций. Многочисленные решения прикладных 
задач поверочного расчета с учетом закритического поведения ме-
таллических панелей представлены в монографии А.С. Вольмира [1]. 
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Отметим монографии [2–4] и статьи [5–7], в которых приведены реше-
ния задач проектирования подкрепленных панелей при ограничениях по 
статической прочности и устойчивости. Причем Г.Н. Замула в [7] 
предложил аналитическую методику редуцирования обшивки подкреп-
ленных авиационных конструкций, основанную на замене реальной 
выпучившейся клетки обшивки эквивалентной по жесткости невыпу-
чившейся пластиной из нелинейно упругого материала общего вида. 
Кроме того, в [7] были представлены способы получения и формулы 
для редукционных коэффициентов при комбинированном нагружении 
обшивки двусторонним сжатием — растяжением и сдвигом. 

Особенности методологии применения современных расчетных 
методов к отработке статической прочности авиационных конструк-
ций указаны в работах [8, 9]. Следует также обратить внимание на 
статью В.В. Чедрика [10], посвященную использованию методов 
геометрического программирования для получения аналитических 
решений при оптимизации подкрепленных панелей. Кроме того, ин-
терес представляет работа [11], где приведено решение задачи опти-
мизации с учетом особенностей конструктивно-технологических 
схем сварных несущих панелей фюзеляжа. Применению метода па-
раметрической оптимизации в задачах проектирования кессона из 
композитных материалов посвящена статья [12]. Отметим, что ис-
пользованию физической нелинейности при проектировании различ-
ных авиационных конструкций посвящены работы С.В. Селюгина  
и В.В. Чехова [13, 14].  

Методология проектирования композитных и металлических тон-
ких панелей по закритическому состоянию с учетом аналитических 
решений геометрически нелинейных задач предложена в [15, 16].  
В этом случае использованы условия равенства мембранных напряже-
ний, возникающих при потере устойчивости, предельным по прочно-
сти значениям в потенциально критических точках (ПКТ), в которых 
эти напряжения могут достигать максимальных по модулю значений.  

Отметим также работу [17], в которой задача оптимального про-
ектирования тонких гладких металлических панелей в указанной по-
становке учитывает два уровня нагружения. На первом уровне необ-
ходимо обеспечить устойчивость за счет использования равенства 
для критических потоков уст ,хq  записи выражения уст

хq  относительно 
квадрата ширины панели из условия минимального запаса по устой-
чивости, равного уст 1.   На втором уровне при действии расчетных 

потоков р
хq  необходимо удовлетворить выбранный критерий по ста-

тической прочности с минимальным запасом р
прочн 1   для панели 

при закритическом состоянии после потери устойчивости в потенци-
ально критических точках.  
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При расчете тонких панелей учитываются только мембранные 
напряжения, так как толщина панели мала по сравнению с другими 
ее размерами, и панель рассматривается как двумерная структура. 
Для шарнирно опертой панели удается получить компактные выра-
жения для определения ее толщины и ширины [17].  

Рассмотрим приведенные в табл. 1 соотношения для сжатых па-
нелей, поясняющие место методологии проектирования по закрити-
ческому состоянию в общей теории оптимального проектирования 
тонкостенных металлических конструкций [16]. Представленные со-
отношения иллюстрируют возможность определения толщин метал-
лических панелей при ограничениях по статической прочности, 
устойчивости, а также прочности при закритическом состоянии  
с учетом мембранных и изгибных напряжений.  

Таблица 1 

Расчетные соотношения для определения толщины металлической шарнирно 
опертой прямоугольной панели при одноосном сжатии [16] 

Условия  
для проектирования  

панелей 

Соотношения  
для определения 
напряжений 

Соотношения для определения 
минимальной толщины панели 

Статическая прочность  


P

b
  



P

b
 

Устойчивость 
2

кр 3, 6


   
 
 

Е
b

 
уст2 2

3, 6


  b  

Закритическое  
состояние: 
мембранные  
напряжения 

2 2

28


   x x

f Е
p

b
  

2 2
3 2

4 2 4

р

3 1 8
х

Е Е
f q

b b

 
   

 
 

мембранные и изгиб-
ные напряжения 

2 мемб ( , )    x хf х у

изгиб ( , )  х хf х у р  
 

2 2
3

4 2 4

2 p

3 1 8
x

Е Е
f q

b b

 
   

 

 

Обозначения:   — допускаемые (предельные) по условиям прочности нор-

мальные напряжения; уст  — допускаемые по условиям устойчивости нормаль-

ные напряжения, которые определяет разработчик воздушного судна на началь-

ных этапах проектирования; р
х xq p   — действующий на панель сжимающий 

поток при расчетном уровне нагружения. 

 
Приведенные в табл. 1 соотношения для определения минималь-

ных толщин панелей при закритическом состоянии соответствуют 
указанной выше методологии проектирования тонких панелей по  
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закритическому состоянию [15, 16] и соотношениям для панелей 
средней толщины, представленным далее. 

Исходные соотношения. Рассмотрим исходные соотношения 
геометрически нелинейных задач по определению напряженно-
деформированного состояния металлических панелей при закритиче-
ском поведении. Нелинейное уравнение совместности деформаций 
представим в следующем виде: 

L1(F) – L2(W) = 0,                                         (1) 

где  

4 4 4

1 4 2 2 4

1
( ) 2 ,

   
        

F F F
L F

E x x y y
 

22 2 2

2 2 2
( ) .

   
       

W W W
L W

x y x y
 

Уравнение равновесия имеет вид 

L3(F, W) – L4(W) = 0,                                     (2) 

где  
2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2
( , ) 2 ,

     
  

      
F W F W F W

L F W
x y x yy x x y

 

4 4 4

4 4 2 2 4
( ) 2 .

   
        

D W W W
L W

x x y y
 

Здесь F — функция напряжений Эри; W — прогиб; D — изгибная 
жесткость металлической панели; E — модуль упругости изотропно-
го материала панели. 

Для получения аналитических решений геометрически нелиней-
ных задач будем применять метод Бубнова — Галеркина, для реали-
зации которого может быть использовано выражение 

 3 4
0 0

( , ) ( ) 0,  
a b

kL F W L W W dxdy                        (3) 

где Wk — функция прогиба.  
Из определения функции напряжений Эри можно найти мем-

бранные напряжения для теряющей устойчивость панели: 
2 2 2

мемб мемб мемб
2 2

, , .
  

      
  х у ху

F F F

x yy x
                 (4) 

Изгибные напряжения вычисляются по соотношениям [1]:  

2 2
изгиб

2 2 ,х
W W

z Е Е
x y

  
     

  
 

2 2
изгиб

2 2 ,у
W W

z Е Е
x y

  
     

  
      (5) 
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2
изгиб 2 ,ху

W
zG

x y


  

 
 

где z = ± δ/2; G — модуль сдвига. 
Далее рассмотрим некоторые прикладные задачи определения 

минимальных толщин металлических панелей, а затем сформулируем 
общую методику (алгоритм) проектирования металлических панелей 
с учетом мембранных и изгибных напряжений.  

Определение параметров панелей при продольном сжатии. 
Проектирование панелей при расчетном уровне нагружения. Для 
случая шарнирного опирания представим прогиб металлической 
прямоугольной панели в виде 

sin sin ,
        

   

mx y
W f

a b
                                 (6) 

где f — амплитуда прогиба; m — число полуволн в продольном 
направлении. 

Подставив выражение для прогиба (6) в геометрически нелиней-
ное уравнение совместности деформаций (1), можно получить функ-
цию напряжений [1]:  

22 2 2 2 2

2 2 2

2 2
сos сos .

232 32

         
   

хр уЕ а f Е b f mmх у
F

а bb m а
            (7) 

Мембранные продольные напряжения потерявшей устойчивость 
панели определяются по формуле 

2 2 22
мемб 2 мемб

2 2

2
сos ( , ) .

8

             
х х х х

Е f mF у
р f х у р

by а
   (8) 

Исходя из равенства (5), можно записать выражение для изгиб-
ных напряжений  

изгиб изгиб ( , ),x хf х у                                       (9) 

где  
2 2

изгиб 1
( , ) sin sin sin sin ,

2

                
     

х ху
m m x y m x y

х у Е Е
a a b b a b

 

 2
.

1




Е
Е  

Тогда суммарные продольные нормальные напряжения можно 
определить по формуле 

2 мемб изгиб( , ) ( , ) .      x х х хf х у f х у р                   (10) 
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Следует отметить, что в общем случае ПКТ функций мемб ( , ) х у  

и изгиб ( , ) х у  не совпадают. 

Аналитическое решение геометрически нелинейной задачи мето-
дом Бубнова — Галеркина сводится к решению выражения 

2
2

2 ,
     
 

mn mn х
m

D f E р
a

                            (11) 

где с учетом равенства m a b  для чисел полуволн в продольном 
направлении шарнирно опертой панели и равенств 

4 2 2

4 4 4

1
,

16 8

   
    

 
mn

m Е
E Е

a b b
 

   
22 2 2

2
2 4 2

1
,

12 1 3 1

            
      

mn
Е т Е

D
а b b

 

в итоге получается уравнение, связывающее толщину, амплитуду 
прогиба и действующий сжимающий поток:  

 
2 2

3 2
44 2

.
83 1

 
   


х

Е Е
f q

bb
                            (12) 

Для определения минимальных толщин воспользуемся равен-
ством возникающих при потере устойчивости суммарных продоль-
ных напряжений предельным по прочности значениям 

x x                                              (13) 

в ПКТ с координатами (хiΣ, уiΣ), в которых напряжения могут дости-
гать максимальных по модулю значений.  

Следует отметить, что в данном случае рассматриваемые точки  
с координатами (хiΣ, уiΣ) не совпадают с ПКТ отдельных функций для 
мембранных мемб ( , )х х у  и изгибных изгиб ( , )х х у  напряжений, и по-

этому требуется численное решение более громоздких соотношений. 
В этом случае приводим равенства (10)–(13) к квадратному уравне-
нию относительно амплитуды прогиба и получаем решение в виде 

 2изгиб 2 изгиб мемб

мемб

( , ) ( , ) 4 ( , )

 ,
2 ( , )

x
х х х x

х

q
х у х у х у

f
х у

          


  (14) 
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а затем подставим его в аналитическое решение геометрически нели-
нейной задачи (11). В итоге получим уравнение относительно иско-
мой толщины:  

 

2
3

2 2

2
2изгиб 2 изгиб мемб

2

мемб 2

6 (1 )

( , ) ( , ) 4 ( , )

.
2 ( , ) 8

x
х х х x

х
х

E

b

q
х у х у х у

E
q

х у b


 



                
 
 
 

 (15) 

Таким образом, задача оптимального проектирования в данном 
наиболее простом случае шарнирно опертой панели сводится к ре-
шению нелинейного уравнения относительно толщины панели с уче-
том влияния параметров х и у. Алгоритм определения минимальной 
толщины панели в данном случае соответствует численному реше-
нию уравнения (15) относительно величины δ в точках с координата-
ми (хi, уi). Следует отметить наличие конструктивных ограничений 
для толщины и геометрических параметров панели для координат i-й 
точки: конст[0, ], [0, ], [0, ].   i ix a y b  При получении множества 

значений толщины в точках (хi, уi) надо выбрать максимальное зна-
чение толщины. Также здесь и далее при выборе величины напряже-
ний   для металлических конструкций целесообразно использовать 
условие т ,    где т  — предел текучести материала панели.  

Проектирование при сжатии с учетом эквивалентных напря-
жений. Рассмотрим вариант методики проектирования металличе-
ских панелей при действии сжимающих потоков в случае использо-
вания эквивалентных напряжений:  

2 2 2
экв 3 ,       х х у у ху                             (16) 

а также условия достижения предельных напряжений экв .    

Определим мембранные напряжения, возникающие при потере 
устойчивости, с учетом критических параметров волнообразования, 
для чего воспользуемся равенствами (4). Тогда для шарнирно опер-
той панели получим 

2 2 2
мемб 2 мемб

2 2

2
сos ( , );

8

            
у у

F Е f хm
f х у

ах b
         (17) 
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2
мемб 0.


   

 ху
F

x y
                                     (18) 

Для изгибных напряжений в дополнение к равенству (9) имеем 
изгиб изгиб ( , );у уf х у                                     (19) 

изгиб изгиб( , ),ху хуf х у                                      (20) 

где  
2 2

изгиб 1
( , ) sin sin sin sin ,

2

                
     

у ху
m x y m m x y

х у Е Е
b a b a a b

 

2
изгиб 1

( , ) cos cos .
2

   
   

  
ху

m x y
х у G

ab a b
 

Представим выражения для суммарных напряжений в общем виде: 
мемб изгиб 2 мемб изгиб( , ) ( , ),х х х х хf х у f х у            

мемб изгиб 2 мемб изгиб( , ) ( , ),у у у у уf х у f х у                    (21) 

мемб изгиб 2 мемб изгиб( , ) ( , ),ху ху ху ху хуf х у f х у            

которые надо подставить в (16), откуда можно получить равенство 
относительно амплитуды прогиба  

    2 24 мемб мемб мемб мемб     х х у уf  

 3 мемб изгиб мемб изгиб мемб изгиб мемб изгиб2 2           х х х у у х у уf  

      2 2 22 2 изгиб изгиб изгиб изгиб изгиб3         х х у у хуf       (22) 

2
2 мемб изгиб 2

экв2
2 2 .      

  
x x x

х х
q q q

f f  

Затем из общего уравнения (12) выразим амплитуду прогиба:  

 
2 2

2 3
22 2 86 1

            
х

Е Е
f q

bb
                         (23) 

и подставим в выражение (22). 
В результате получим одно громоздкое уравнение относительно 

толщины. В этом случае численный алгоритм определения толщины 
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панели сводится к решению нелинейного уравнения относительно 
толщины панели с учетом параметрических исследований по коор-
динатам х и у. Таким образом, приравнивая эквивалентные напряже-
ния к предельным по условиям прочности напряжениям ,  можно 
получить оптимальную толщину панели.  

Изложенный выше вариант методики с использованием эквива-
лентных напряжений является более общим, чем методика, представ-
ленная для проектирования панелей при расчетном уровне нагружения. 

Особенности проектирования панелей с учетом двух уровней 
сжимающих усилий. На первом уровне при действии потока уст

хq  

необходимо обеспечить устойчивость, а на втором уровне при дей-

ствии потока р
хq  — прочность при расчетном (разрушающем) уровне 

нагружения. Воспользовавшись предложенной в работе [17] идеоло-
гией, будем учитывать два уровня нагружения и, соответственно, две 
переменные величины — толщину и ширину прямоугольной панели. 
Для примера рассмотрим металлическую панель с учетом условий 
шарнирного опирания при продольном сжатии и представим алго-
ритм проектирования. Из известного выражения для критических 
напряжений с учетом первого уровня нагружения, на котором необ-
ходимо обеспечить устойчивость, выведем формулу  

2 3
уст

3,6
. 

х

Е
b

q
                                           (24) 

Далее алгоритм определения толщины должен быть следующий: 
нужно использовать соотношение (15) или равенства (22), (23) при 

условии действия расчетных потоков р
х хq q  и записать систему 

уравнений относительно двух неизвестных. В данном случае при 
учете мембранных и изгибных напряжений можно лишь численно 
определить минимальную толщину панели, хотя для тонких панелей 
при использовании только мембранных напряжений для шарнирно 
опертой панели в [17] была приведена компактная формула для 
определения минимальной толщины: 

р уст2
.х х

x

q q
 


 

Общая методика (алгоритм) проектирования металлических 
панелей средней толщины по закритическому состоянию при 
комбинированном нагружении. Представим формальный алгоритм 
определения толщины металлических панелей по закритическому со-
стоянию, в котором использован ранее приведенный материал, каса-
ющийся обеспечения прочности по эквивалентным напряжениям:  
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1) задание формы прогиба при возможной потере устойчивости 
панели известной функцией с точностью до неизвестной величины 
амплитуды прогиба с учетом рассматриваемых граничных условий;  

2) вычисление параметров волнообразования металлической па-
нели при потере устойчивости, которые определяются при заданных 
длине и ширине панели; 

3) аналитическое решение геометрически нелинейной задачи ме-
тодом Бубнова — Галеркина и запись замкнутого аналитического со-
отношения типа (23), связывающие толщину, амплитуду прогиба  
и действующие потоки ( , x хq р  , y yq р  ); xy хyq р  

4) запись аналитического выражения по п. 3 относительно ампли-
туды прогиба;  

5) запись аналитических выражений для мембранных напряже-
ний из определения функций напряжений  

мемб 2 мемб ( , ) ,    х х хf х у р  

мемб 2 мемб ( , ) ,    y y yf х у р  

мемб 2 мемб ( , ) ;    ху ху хуf х у р  

6) запись аналитических выражений для изгибных напряжений 

изгиб изгиб Ф ( , ),   x хf х у  

изгиб изгиб– ( , ),у уf х у     

изгиб изгиб ( , );ху хуf х у     

7) запись аналитических соотношений суммарных напряжений:  
мемб изгиб ,   x x x  мемб изгиб ,у у у      мемб изгиб;ху ху ху      

8) запись выражения для эквивалентных напряжений и использо-
вание равенства эквивалентных напряжений предельным по проч- 
ности значениям: 

2 2 2
экв 3 ;             х х у у ху  

9) последовательная подстановка выражений для суммарных 
напряжений в п. 7 в равенство п. 8 для эквивалентных напряжений  
и подстановка амплитуды прогиба п. 4; запись итогового нелинейно-
го уравнения 4-го порядка относительно толщины панели;  

10) проведение численного решения нелинейного уравнения по п. 9 
и определение минимальной толщины металлической панели при варь-
ировании двумя параметрами (х и у). При численном решении должны 
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учитываться конструктивные ограничения: [0, ],x a  [0, ],y b  

конст[0, ].   Параметрические исследования следует проводить в точ-

ках с координатами (хi, уi) при решении нелинейного уравнения по п. 9 
в случае определения толщин δ(хi, уi). Затем необходимо выбрать мак-
симальное значение толщины max{δ(хi, уi)}.  

Определение параметров гладких металлических панелей 
при сдвиге. Проектирование панелей при расчетном уровне 
нагружения. Проведем также аналогичные рассуждения для задачи 
проектирования гладких металлических панелей при действии рас-
четных касательных потоков и учете мембранных и изгибных напря-
жений при закритическом состоянии. Представим прогиб в виде [18] 

( )
sin sin ,

  


y x y
W f

b s
                            (25) 

где  — тангенс угла наклона волн при выпучивании к оси х; s — 
длина полуволны.  

Из уравнения совместности деформаций (1) с учетом прогиба (25) 
можно получить функцию напряжений [16] 

22 2 22 1 2 ( ) 2
cos cos ,

32 2 2

               
     

yx
xy

p xp yf s x y b y
F Е p xy

J b s s b
 

(26) 

где  221 ; J  , x хq p  , y yq p   xy xyq p  — потоки. 

Будем считать, что разрушение панели по условиям прочности 
в данном случае реализуется при достижении предельных касатель-
ных напряжений .xy  Получим выражение для мембранных каса-

тельных напряжений в виде  

2
мемб 2 мемб ,


     

 ху ху xy
F

f p
x y

                            (27) 

где 
2

мемб
2

2 ( )
cos .

8

   
 ху

x y

sJb
 

Касательные напряжения от изгиба при действии сдвиговых по-
токов определяются так: 

изгиб изгиб ,  
xy ху

f                                        (28) 

где 
2

изгиб
2

2 ( ) ( )
cos cos sin sin .

           ху

G x y y x y y
s b

b s b s bs
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Тогда суммарные касательные напряжения можно определить по 
формуле 

2 мемб изгиб( , ) ( , ) .      xу ху ху хуf х у f х у р                    (29) 

Следует также отметить, что ПКТ функций мемб ( , )
ху

х у  

и изгиб ( , )
ху

х у  не совпадают. 

Применяя далее процедуру метода Бубнова — Галеркина и учи-
тывая геометрически нелинейное уравнение равновесия (2), в общем 
виде при f  0 получим 

 
4 2 4 2 2

2 2
4 4 2 2 2 22

1
2 6

64 412 1

                

E E b s
f J

Jb s b s s b
 

2 2 2 2

2 2 2 2

1
0.

44 2

    
      

 
x y xyp p p

s b s s
                      (30) 

При малых прогибах уравнение (30) можно представить в виде 

 
3 2 2 2

2
2 2 22

2 6 .
212 1

  
        

  
xy xy

E b s
q p J

b s b
               (31) 

При минимизации выражения (31) по   и по s можно получить 

критические параметры волнообразования 2 1 2   и  2 3 2s b  [1].  

Для определения минимальных толщин воспользуемся равен-
ством суммарных касательных напряжений предельным по проч- 

ности значениям .  xу xу  В данном случае алгоритм определения 

минимальной толщины панели такой же, как и в случае сжатия: надо 
решить квадратное уравнение (29) относительно амплитуды прогиба, 
подставить в равенство (30) и записать уравнение относительно  
искомой толщины панели.  

Особенности алгоритма проектирования панелей с учетом 
двух уровней касательных усилий. Приведем дополнение к мето-
дике для определения толщины панели, нагруженной касательными 
потоками. В этом случае к соотношениям (29)–(31) следует добавить 
выражение для определения ширины панели при действии такой 
нагрузки, при которой необходимо обеспечить устойчивость. Для 
шарнирно опертой панели имеем  

2 3
уст

5,1
. 

ху

Е
b

q
                                         (32) 
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Алгоритм численных вычислений в данном случае предполагает 
представление системы уравнений относительно неизвестных δ и b  
с учетом известных величин параметров волнообразования, указан-
ных выше.  

Особенности проектирования панелей с учетом двух уровней 
нагружения при продольном сжатии и сдвиге. Далее в дополнение 
к представленной выше методике рассмотрим задачу проектирования 
с учетом двух уровней нагружения. Для того чтобы получить выра-
жение для определения ширины панели из условий обеспечения 
устойчивости при комбинированном нагружении, можно использо-
вать аналитическое решение задачи устойчивости из работы Л.И. Ба-
лабуха [18] для ортотропных панелей. Приведем указанное выраже-
ние в виде  

   
2эксп 2

эксп
322

32

2  
.

2
2
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х x y
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    
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           (37) 

Переписав уравнение (37) для металлических панелей через дей-
ствующие потоки для первого уровня нагружения, при которых 
необходимо обеспечить устойчивость, имеем квадратное уравнение 
относительно ширины панели b в зависимости от толщины   и пото-
ков q  первого уровня нагружения: 

   
 

2уст 4 2 2 3
уст 2

2 3 2

2 1
0.

3 1

  
  

  

ху
х

q b Е
q b

Е
                   (38) 

Далее, для того чтобы реализовать алгоритм проектирования  
и получить уравнение для определения толщины, необходимо следо-
вать рассуждению, приведенному в ранее описанном случае при ком-
бинированном нагружении, к которому надо добавить аналитическое 

решение квадратного уравнения (38) относительно величины 2.b  
Заключение. Предложена общая методика (алгоритм) проектиро-

вания плоских металлических панелей средней толщины по закритиче-
скому состоянию в общем случае при сжатии, сдвиге и при комбиниро-
ванном нагружении. Учтены мембранные и изгибные напряжения, 
возникающие при геометрически нелинейном состоянии. Приведены 
прикладные методики определения толщин металлических панелей при 
закритическом состоянии с учетом наряду с прочим использования ра-
венства эквивалентных напряжений предельным по статической проч-
ности напряжениям. Указанное условие обеспечивает минимальный за-
пас по прочности n = 1. Предложена методика (алгоритм) определения 
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параметров (толщины и ширины) металлических панелей средней тол-
щины с учетом рассмотрения двух уровней нагружения с учетом соот-
ветственно обеспечения устойчивости и прочности при закритическом 
состоянии с минимальными запасами n = 1.  
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Determination of thickness of the smooth metal panels  
with limitations in stability and static strength  

at the postbuckling behaviour taking into account  
the membrane and bending stresses 

 

© O.V. Mitrofanov, E.Yu. Toropylina 

Moscow Aviation Institute (National Research University),  
Moscow, 125080, Russian Federation 

 
Research objects in the paper include the upper metal load-bearing reinforced panels of 
the medium-duty aircraft wing caisson, which are loaded with the compressive and tan-
gential forces. Stability loss in the skins exposed to loads close to the operational level is 
considered acceptable. In this case, the skins are classified as the medium-thick plates. 
Analysis of their geometrically nonlinear behavior should take into account the mem-
brane and bending stresses. The paper proposes applied methods (algorithms) in deter-
mining the minimum thickness of skins loaded with compressive, tangential and com-
bined forces with the acceptable initial stage of the geometrically nonlinear behavior. 
These methods (algorithms) are based on introducing analytical solutions to the geomet-
rically nonlinear problems obtained by the Bubnov — Galerkin method. The paper for-
mulates issues of the general methodology (algorithm) to determine the metal panel min-
imum thickness taking into account the membrane and bending stresses arising in the 
postbuckling state. Besides, it presents specifics of the applied methods (algorithms) in 
the panels’ design taking into consideration the two loading levels. In this case, it be-
comes necessary in the postbuckling state to ensure stability at the first loading level and 
strength at the second. 
 
Keywords: postbuckling behaviour, stability, metal square panels, pressure, shear 
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