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Предложено новое решение некорректных обратных задач статистической ди-
намики механических систем с помощью регуляризации случайных процессов раз-
личными методами сглаживания их траекторий. Рассмотрены случаи, в которых 
на выходе динамических систем регистрируется либо сглаженный белый шум,  
либо стационарный процесс со скрытой периодичностью. В обоих случаях на входе 
системы имеем недифференцируемые случайные процессы, траектории которых 
сглаживаются путем их усреднения на малых интервалах времени либо устране-
ния особенностей их амплитудных спектров на бесконечности. В качестве основ-
ного примера рассмотрена механическая система прибора, предназначенная для 
определения вероятностных характеристик входного на него кинематического 
воздействия по регистрируемым перемещениям объекта виброзащиты или по де-
формации упругого элемента. 
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Введение. Исходная информация, необходимая для решения ряда 

задач статистической динамики и разработки конструкций, часто со-
стоит в задании вероятностных характеристик непрерывных, но не-
дифференцируемых случайных процессов [1]. 

Возможность дифференцирования таких процессов связана не  
с их физическими особенностями, а с особенностями их математиче-
ского описания на бесконечности, после устранения которых реше-
ние задач статистической динамики и прогнозирование надежности  
и ресурса конструкций оказывается относительно несложным. В рас-
сматриваемых случаях получить информацию о производных случай-
ных процессов проблематично, и поэтому необходимо сглаживать их 
траектории тем или иным способом, один из которых состоит в усред-
нении их значений на малых интервалах времени ∆t = a [2].  

Сглаженную траекторию ( )x t  исходного случайного процесса x(t) 

можно представить в виде 

1
( ) (τ) τ α( , τ) (τ) τ,

 

  
t t

t a

x t x d t x d
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                           (1) 
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где «~» — знак сглаживания траектории.  
Продифференцировав интеграл (1) по параметру t, для определе-

ния сглаженной траектории ( )x t  процесса x(t) получим дифферен- 
циальное уравнение  

( ) ( ) ( )  ax t x t x t  

с передаточной функцией  
1

( ω) .
1 ω




H i
ai

                                         (2) 

При а = 0 сглаживания траектории исходного случайного процес-
са x(t) не происходит. 

Спектральная плотность (ω)xS  процесса ( )x t  будет определена 

по формуле Винера — Хинчина 

2

2 2

(ω)
(ω) ( ω) (ω) .

1+ ω
 

x
x x

S
S H i S

a
 

Для сглаженной траектории белого шума x(t) с интенсивно-
стью k0 имеем 

0(ω) ;
2π

x
k

S  0
2 2

(2π)
(ω) ,

1+ ω
x

k
S

a
                             (3) 

а дисперсия  

2 0(ω) ω .
2x x
k

S d
a

s




                                      (4) 

Отметим, что сглаженный белый шум непрерывен, имеет ограни-
ченную дисперсию, но он не имеет производных. 

Процесс сглаживания траектории можно усилить, если принять  

2 2 2
2 2 4 4

1
( ω) = exp( ω ).

1 ω ω ...
 

  
H i a

a a
                   (5) 

В этом случае получаем полностью дифференцируемый случай-
ный процесс со следующими спектром, дисперсией и дисперсиями 
его производных: 

2 20(ω) exp( ω );
2π

 x
k

S a  

2 0(ω) ;
2 π

x
k

s
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где Г(·) — гамма функция; n = 1, 2, 3, … . 
В соответствии с известными формулами Райса, частота сгла-

женного на интервале времени ∆t = a белого шума и частоты его пер-
вых двух производных будут вычисляться по формулам 

1 1 3 1 5
ω ; ω ; ω .

2 22
x x xa aa
       

Первые два параметра сложности структуры сглаженного белого 
шума ( )x t  как отношение числа экстремумов к числу нулей и числа 
точек перегиба траектории к числу экстремумов будут определяться 
по формулам: 

1 2

ω ω 5
= = 3 1,73; = = 1,29.
ω ω 3

   

 

x x

x x

k k  

Аналогично можно выполнить сглаживания траекторий для лю-
бых случайных процессов. 

Постановка задачи. Рассматриваются механические системы, 
функционирование которых описывается дифференциальным урав-
нением n-го порядка вида 

 ( ) ( ),L q t f t                                        (6) 

где 1 0( ) ...   n
nL p a p a p a  — линейный дифференциальный опе-

ратор; 1 0, ..., ,na a a  — параметры системы (n = 1, 2, 3, …, );p d dt   

q(t) — обобщенная координата Лагранжа системы для момента вре-
мени t; f(t) — случайная стационарная функция времени t; ( ω) L i  

1 0( ω) ... ( ω)   n
na i a i a  — импеданс системы (6); ( ω) 1 ( ω)H i L i  — 

ее передаточная функция (усилитель амплитуд amplify); 1 i  — 
мнимая единица. 

Решение прямой задачи статистической динамики по определе-
нию вероятностных характеристик процессов на выходе системы q(t) 
по заданным (экспериментально установленным) вероятностным ха-
рактеристикам процессов на входе f(t) сводится к решению коррект-
ной математической задачи по интегрированию заданных с возможно 
малыми погрешностями функций f(t) [3–5]. 

При этом стационарное решение уравнения (6) имеем в виде  
интеграла Дюамеля 

( ) (τ) ( τ) τ,


 
t

q t f g t d  
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где ( τ)g t  — функция Грина — реакция системы при t > τ на еди-
ничное дельта-воздействие в момент времени t = τ. Эту функцию 
определяем из решения уравнения  

 g( τ) δ( τ),  L t t                                     (7) 

где дельта-функцию Дирака представляем в виде следующего инте-
грала Фурье: 

ω(t-τ)1
δ( τ) ω.

2π





   it e d                                  (8) 

Из (7), (8) получаем  
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где λk — отрицательные корни алгебраического уравнения (λ ) 0,kL  

штрих сверху означает производную по λ. 
Решение обратной задачи по определению вероятностных харак-

теристик процесса на входе f(t) по вероятностным характеристикам, 
зарегистрированным в эксперименте с неизбежными при этом по-
грешностями процесса на выходе q(t), сводится (в соответствии  
с уравнением (6)) к некорректной математической задаче многократ-
ного дифференцирования приближенно заданных функций [6]. 

При этом спектральная плотность процесса f(t) и дисперсии его 
производных будут вычисляться по формулам Винера — Хинчина: 

2
(ω) ( ω) (ω);f qS L i S  

2 2ω (ω) ω,




  n
n fs S d                                      (9) 

где 2
ns  — дисперсия n-й производной от f(t). 

Однако из-за множителя 2ω n  интегралы в (9), как правило, рас-

ходятся, и дисперсий 2
ns  не существует. 

Так, случайный стационарный непрерывный процесс q(t) с кор-
реляционной функцией  

τ2(τ) cosβτq qK s e  

и спектральной плотностью  
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

α ω α β
(ω)

π (ω α β ) 4α ω

 


  
q

q

s
S                          (10) 

оказывается недифференцируемым. 
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Решение обратной задачи статистической динамики. Вначале 
рассмотрим решение обратной задачи для случая, когда регистриру-
емый в эксперименте процесс ( )q t  описывается моделью сглаженно-
го белого шума интенсивностью k0, из которого устранены малозна-
чимые высокочастотные составляющие путем сглаживания его 
траектории на малом интервале времени ∆t = a и который получаем 
из решения уравнения  

( ) ( ) ( )  aq t q t q t  

с передаточной функцией, спектральной плотностью и дисперсией, 
определяемыми по формулам (2)–(4) [7]. 

Интенсивность сглаживания траектории процесса зависит от интер-
вала его усреднения ∆t = a, и при a = 0 сглаживания не происходит, его 

дисперсия 2 .qs  Далее знак сглаживания «~» будем опускать. 

Для примера рассмотрим уравнение  

( ) ( ).q t f t  

Спектральные плотности процессов ( )q t  и f(t) получим в виде 

2
0

2 2

ω /(2π)
(ω) (ω) .

1+ ω
 q f

k
S S

a
                                (11) 

Эти процессы оказываются недифференцируемыми в том смыс-
ле, что их дисперсий и дисперсий их производных не существует. 

Для перехода к дифференцируемым процессам вместо описанно-
го во введении метода сглаживания траекторий путем усреднения их 
на малых интервалах времени здесь будем использовать метод 
устранения математических особенностей спектров при ω→∞. 

Для этого представим выражение (11) в виде произведения сле-
дующих двух квазиспектров: 

*0(ω) Ф(ω)Ф (ω).
2π

f
k

S                                  (12) 

Здесь 
ω

Ф(ω) ;
1 ω



i

ai
 * ω
Ф (ω)

1 ω
 


i

ai
 при ω→∞ стремятся к единице. 

Для того чтобы устранить особенности этих спектров при ω→∞, 
представим их в сглаженном виде: 

1
Ф(ω) Ф(ω) 1 ;

(1 ω)
   




a ai
 

* * 1
Ф (ω) Ф (ω) 1 .

(1 ω)
   




a ai
                         (13) 

Тогда при ω→∞ имеем Ф(ω) 0,  *Ф (ω) 0.  
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Подставив выражения (13) в формулу (12), получим спектраль-

ные плотности для сглаженных процессов ( )q t  и ( )f t  в виде 

2
0

2 2
(ω) (ω)

2π 1+ ω



 

q f

k a
S S

a
                              (14) 

c дисперсиями 

2 2 0
3

(ω) ω
2

f fq

k
S d

a
s s





  
  

и при ω→∞ будем иметь (ω) (ω) 0. 
 
q fS S  

Эффективную (среднюю) частоту этих процессов получим по 
формуле Райса  

1
ω ,q

e
q

S

S a
   

и при a → 0 (для несглаженных процессов) ωe→∞. 
Из (2) и (14) выводим формулы для дифференцирования сгла-

женных случайных процессов: 

2(ω) ω (ω);

q e qS S  4(ω) ω (ω), ... .


q e qS S  

Применим полученные выше результаты к анализу формально недиф-
ференцируемого процесса со спектральной плотностью (10), тогда 

2 2(ω) (α +β ) (ω);q qS S  2 2 2(ω) (α +β ) (ω),q qS S  2 2ω α β . e  

Рассмотрим теперь механическую систему [8], с помощью кото-
рой можно определить спектральную плотность на ее входе Sh(ω) ки-
нематического воздействия h(t) по экспериментально определенной 
спектральной плотности Sq(ω) на ее выходе перемещения q(t) или из-
меренной деформации пружины u(t) = q(t) – h(t) (см. рисунок). 

 

Расчетная схема измерителя неровностей пути 
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В соответствии со вторым законом динамики имеем равенство  

( ) ( ),    mq b h q c h q  

где с — жесткость упругого элемента; b — коэффициент демпфиро-
вания; m — масса, 
или 

2 2
0 02 ω 2 ω ,    q nq q nh h                               (15) 

или 
2
02 ω ( ),    u nu u h t                                    (16) 

где 2n = b/m; 2
0ω / . с m  

Из (14) следует 

4 2 2 4 0
0 2 2 4 2 2

0

( 2π)
(ω) (ω 4 ω ω ) ,

(1 ω )(ω 4 ω )
   

 h q q
k

S n
a n

            (17) 

где ωq — ожидаемая частота процесса q(t) [9]. 
Из (17) получаем дисперсию процесса h(t), дисперсию его скоро-

сти и ожидаемую частоту: 

2 4 2 2 40
02 2

0 0

(ω) ω (ω 4 ω ω );
2ω ( ω 2 )





   
h h q q

k
s S d n

a n
 

2 2 4 2 2 40
02

0

ω (ω) ω (ω 4 ω ω );
4 ( ω 2 )





   
 h q qh

k
s S d n

an a n
 

0ωω .
2

 hh
h

S

S an
 

Заметим, что последующих производных от h(t) ( ( ), ( ) h t h t  и т. д.) 
не существует, т. е. регуляризации случайного процесса с помощью 
функции (2) оказалось недостаточно. Эффект сглаживания случай-
ных процессов можно усилить, если использовать регуляризующую 
функцию в виде (5). 

Тогда выражение (17) принимает вид  

4 2 2 4 2 20
0 4 2 2

0

( 2π)
(ω) (ω 4 ω ω ) exp( ω ),

ω 4 ω
h q q

k
S n a

n
    


 

и интегралы вида 

ω (ω) ω



 n

hS d  

существуют и вычисляются стандартными методами [10]. 
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Из (16) получаем спектральную плотность процесса ( )h t , которая 
чаще всего используется при решении задач статистической динами-
ки механических систем, 

4 2 2 4 0
0 2 2

( 2π)
(ω) (ω 4 ω ω ) ,

1 ω
  


 u uh

k
S n

a
 

где ωu — ожидаемая частота процесса u(t). 

Последующие производные ( )h t  и т. д. также легко вычисляют-

ся, однако стационарных функций h(t) и ( )h t  не существует, что свя-
зано с проблемой интегрирования случайных функций [5]. 

Заключение. В ходе исследований предложено решение некор-
ректных обратных задач статистической динамики механических си-
стем с помощью регуляризации процессов двумя различными мето-
дами — путем сглаживания их траекторий на малых интервалах 
времени функционирования и путем устранения математических 
особенностей спектром при частотах, стремящихся в бесконечность. 
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The paper proposes a new solution to the ill-positioned inverse problems in the mechani-
cal system statistical dynamics using regularization of the random processes by various 
methods of smoothing their trajectories. It considers cases, where either smoothed white 
noise or a stationary process with the hidden periodicity is registered at the dynamic sys-
tem output. In both cases, non-differentiable random processes are present at the system 
input; their trajectories are smoothed by averaging over the minor intervals or by elimi-
nating features of their amplitude spectra at infinity. As a main example, the paper con-
siders a mechanical system of a device designed to determine probabilistic characteris-
tics of the input kinematic effect on it, it is based on the oscillation protection object 
registered displacement or on the elastic element deformation. 
 
Keywords: ill-positioned inverse problems, probability, random processes, reliability, 
mechanical systems, mechanical engineering 
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