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Представлена задача определения напряженно-деформированного состояния при 
закритическом поведении коротких поверхностных дефектов типа расслоений ани-
зотропной структуры в гладких композитных панелях при сжатии. Отмечено, что 
при нагружении сжимающими усилиями дефекты малой толщины имеют короткую 
прямоугольную форму, при потере устойчивости и последующем геометрически не-
линейном поведении они могут иметь наклонные волны, что связано с анизотропной 
структурой. Приведенные аналитические решения геометрически нелинейных задач 
получены методом Бубнова — Галеркина. Для исследования поведения рассматрива-
емых дефектов использованы два члена тригонометрического ряда прогиба. Пока-
зан вариант граничных условий, соответствующий всестороннему шарнирному 
опиранию. Решение геометрически нелинейной задачи в каждом случае сведено 
к численному решению системы двух нелинейных уравнений относительно амплитуд 
прогиба. Для анализа напряженного состояния дефектов приведены аналитические 
выражения для мембранных и изгибных напряжений, а также равенства для оценки 
поперечных касательных напряжений, возникающих при геометрически нелинейном 
состоянии. 
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Введение. При создании современных авиационных конструкций 

из композитных материалов необходимо проводить исследования 
влияния различных регламентированных дефектов. В рассматривае-
мом случае выбраны нагруженные сжимающими усилиями поверх-
ностные дефекты типа расслоений, имеющие короткую прямоуголь-
ную форму (при b < а < 1,5b), малую толщину δ и анизотропную 
слоистую структуру. Например, в рассматриваемом случае дефект 
может иметь структуру 0°/+45°/90° и не включать слои с армирова-
нием –45°. Исходя из формы дефекта, принят вид прогиба, включа-
ющий два члена тригонометрического ряда, который должен учиты-
вать возможный наклон волн при потере устойчивости дефекта.  

Далее будут представлены некоторые источники, касающиеся рас-
четов и проектирования несущих панелей композитных конструкций. 
Прежде всего следует отметить, что для решения проблемы оценки за-
критического состояния композитных панелей требуются проведение 
более широких экспериментальных работ и их публикация, а также 
формализация нормативных документов [1]. Большой обзор работ, 
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посвященных расчетам и проектированию несущих композитных па-
нелей с учетом ограничений по устойчивости и прочности при закри-
тическом состоянии, приведен в издании X. Ni, G. Prusty, A. Hellier [2]. 
Особенно следует выделить монографию B.G. Falzon, M.H. Aliabadi [3], 
включающую результаты экспериментальных исследований компо-
зитных подкрепленных панелей и системный анализ указанных элемен-
тов при обеспечении устойчивости и несущей способности. В цикле 
работ S. Masood, K. Gaddikeri, S. Viswamurthy [4] также представлены 
экспериментальные и численные исследования несущих композит-
ных панелей с тонкими обшивками при допустимости закритическо-
го состояния. 

Следует отметить работы Л.М. Гавва и В.В. Фирсанова [5, 6], со-
держащие аналитический обзор методов расчетов и исследований 
композитных панелей, а также уточненную теорию для оценки короб-
ления и остаточных технологических напряжений. В монографии  
А.А. Дудченко и С.А. Лурье [7] приведены решения актуальных задач 
моделирования процессов роста поврежденности и деградации меха-
нических свойств слоистых композитов. В работах А.Л. Медведского  
с соавторами [8, 9] представлены исследования механики деформиро-
вания и разрушения композитных панелей, имеющих дефекты, при 
динамическом нагружении. Интересна и работа М.В. Клесаревой,  
А.А. Больших, Е.В. Назарова, Б.Е. Устинова [10] по разработке и 
апробации методики моделирования композитных подкрепленных па-
нелей с учетом дефектов категории 1 типа BVID (Barely Visible Impact 
Damage). 

В монографии В.И. Голована, В.И. Гришина, А.С. Дзюбы и др. [11] 
рассмотрены вопросы проектирования, расчетов и статических испы-
таний металлокомпозитных конструкций. Представляют интерес 
публикации Ю.И. Дударькова с соавторами [12, 13], посвященные 
определению напряжений и деформаций поперечного сдвига. В ста-
тье В.И. Голована, Ю.И. Дударькова, Е.А. Левченко, М.В. Лимони-
на [14] описаны исследования несущей способности композитных 
панелей при наличии эксплуатационных повреждений. 

В монографиях [15, 16] представлены некоторые аналитические 
решения геометрически нелинейных задач композитных панелей и 
предложена методология проектирования несущих панелей при обес-
печении ограничений по прочности при закритическом поведении. 
В [16] приведены также аналитические решения геометрически нели-
нейных задач для композитных панелей несимметричной структуры, 
которые можно использовать для оценки определения напряженно-
деформированного состояния (НДС) поверхностных дефектов. В ста-
тье [17] рассмотрена аналогичная задача исследования нелинейного 
поведения для прямоугольного поверхностного расслоения анизотроп-
ной структуры при сжатии.  
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Цель данной работы — получение аналитических решений гео-
метрически нелинейных задач методом Бубнова — Галеркина для 
оценки напряженно-деформированного состояния короткого прямо-
угольного фрагмента расслоения анизотропной структуры при одно-
осном сжатии с учетом уточнения формы прогиба.  

Основные геометрически нелинейные соотношения анизо-
тропных прямоугольных панелей. Приведем исходные соотноше-
ния для решения геометрически нелинейных задач анизотропных па-
нелей [18, 19].  

Условие совместности деформаций имеет следующий вид: 

L1(F) – L2(W) = 0,                                         (1) 

где Lm — операторы: 
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нелинейное уравнение равновесия 
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Здесь F — функция напряжений; W — прогиб прямоугольной пане-
ли; Ex, Ey — модули упругости анизотропной панели в направлении 
осей х и у; Dmn — изгибные жесткости анизотропной панели [19];  
 — коэффициент, используемый при расчете анизотропных пане-
лей; μxy — коэффициент Пуассона, характеризующий сокращение 
вдоль оси х при растяжении вдоль оси у; δ — толщина панели; Gxy — 
модуль сдвига в плоскости анизотропного пакета; 
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m, n = 1, 2, 3; r = 0, 1, 2, 

где h — толщина панели, h = ;  — угол укладки; e = δ/2 — коорди-

ната плоскости приведения; kz  — координата k-го слоя, отсчитывае-

мая от плоскости приведения; N — количество слоев. 
Далее используем метод Бубнова — Галеркина для получения 

аналитических решений геометрически нелинейных задач повероч-
ного расчета. Для реализации метода запишем равенство 
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где Wk — функция прогиба.  
В общем случае из определения функции напряжений можно вы-

числить мембранные напряжения, возникающие при потере устойчи-
вости панели 
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а изгибные напряжения могут быть определены по формулам из [19]: 
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где z= ± δ/2; Bmn — жесткости анизотропной структуры. 
Определение НДС коротких прямоугольных дефектов анизо-

тропной структуры. Для представленного на рисунке случая анизо-
тропной структуры и геометрических параметров дефекта при  
b < a < 1,5b и при действии сжимающих потоков qx будем использо-
вать прогиб W [20], определяемый выражением 
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где fmn — амплитуды прогиба. 

 

Схема сжатия короткой прямоугольной анизотропной панели: 
a и b — ширина и высота панели 
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После подстановки выражения для прогиба (7) в геометрически 
нелинейное уравнение совместности деформаций (1) можно полу-
чить функцию напряжений следующего вида: 
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Здесь следует заметить, что применяемый в данной задаче прогиб (7) 
при нагружении анизотропной панели сжимающими усилиями, как 
правило, используется при рассмотрении аналогичных задач для 
изотропных или ортотропных панелей [18], нагруженных касатель-
ными усилиями. Наличие в уравнении совместности деформаций (1) 
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анизотропных панелей членов 4 3Ф x y    и 4 3Ф x y    приводит 
к разным функциям напряжении в членах, связанных с произведением 
амплитуд 1 2 ,f f  по сравнению с указанными выше нелинейными за-

дачами для изотропного и ортотропного случаев при сдвиге. 
Далее приведено выражение для мембранных продольных напря-

жений потерявшей устойчивость панели при действии сжимающего 
потока: 

2 2
мемб 2

2 1 3 1 2
2 2 ( 3 )

cos cos
              

   
х

y ay bx
A f A f f

b b b ab
 

2 2

4 1 2 5 1 2
( 3 ) 3 ( 3 )

cos cos
             

   

ay bx bx ay
A f f A f f

b ab b ab
     (9) 

2 2
2

6 1 2 8 2
3 ) ( 3 ) 4 4

cos cos ,
                

хqbx ay y
A f f A f

b ab b b
 

которое с учетом введения обозначения мемб ( , )хуi х у  можно предста-

вить в виде  

мемб 2 мемб мемб 2 мемб
1 1 1 2 2 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .        


x

х ху ху ху
q

х у f х у f f х у f х у  (10) 

При аналитическом решении геометрически нелинейной задачи 
методом Бубнова — Галеркина можно получить следующую систему 
уравнений:  

 
4

4 2 4 4
11 3 223 3

2
4


  D b D a b D a

a b
 

2
2 22

16 262 2
1

256

9


 

f
D b D a

a b f
 

   
2

2 2 2
1 1 2 2 3 4 5 645 7 7

90

           f A A f A A A A
ab

        (11) 

 
2

1 2
4 3 5 6

8
34 25 7 2

90

 
   

f f
A A A A

ab

2b
;

4


 хq

а
 

 
4

4 2 4 4
11 3 223 3

4
2


  D b D a b D a

a b
 

2
2 21

16 262 2
2

64

9


 

f
D b D a

a b f
 

 
2

2
1 2 3 4 5 664 62 79 62 142

315

         f f A A A A
ab

             (12) 

   
24

2 2
1 3 4 5 2 7 8

b
8 .

        
хq

f А А А f А А
ab а
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Следует заметить, что полученная система допускает только чис-
ленное решение относительно амплитуд прогиба f1 и f2. 

Определение изгибных напряжений. Используя (6), получим 
выражение только для нормальных продольных изгибных напряже-
ний, возникающих в случае геометрически нелинейного состояния 
при наличии прогиба, соизмеримого с толщиной: 

2
изгиб

11 1 2
2 2

σ sin sin 4 sin sin
2

                             
          

х
x y x y

B f f
a a b a b

 

2

12 1 2
2 2

sin sin 4 sin sin
                          

          

x y x y
B f f

b a b a b
      (13) 

2

13 1 2
2 2

2 соs соs 4 соs соs ,
                      

        

x y x y
B f f

аb a b a b
 

и увидим, что структура выражений для мембранных (9) и изгиб- 
ных (13) напряжений различается по входящим тригонометрическим 
функциям и по степеням амплитуд прогиба.  

Особенности определения поперечных касательных напря-
жений для сжатых анизотропных панелей. Для того чтобы оценить 
поперечные касательные напряжения при геометрически нелинейном 
состоянии анизотропных панелей, используют полученные из урав-
нений равновесия [19] выражения 

 
3 3 3 3

11 13 12 33 233 2 2 3
3 2 ,

    
       

      
хz

W W W W
z B B B B B

x x y х y y
      (14) 

 
3 3 3 3

13 23 12 33 223 2 2 3
3 2 .

    
       

      
yz

W W W W
z B B B B B

x x y х y y
 

Подставив прогиб (7) в (14), получим равенство 

3

11 1 2
2 2

соs( )sin( ) 8 соs( )sin( )
                

   
хz

x y x y
B f f

a a b a b
 

3

13 1 22

2 2
3 sin соs 8 sin соs

                                    

x y x y
B f f

a b a ba b
        (15) 

 
3

12 33 1 22

2 2
2 соs sin 8 соs sin

                                     

x y x y
B B f f

a b a bab
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3

23 1 2
2 2

sin соs 8 sin соs .
                          

          

x y x y
B f f

b a b a b
 

Таким образом, соотношения (9), (13) и (15) позволяют опреде-
лить напряженное состояние анизотропной панели при геометриче-
ски нелинейном состоянии с учетом шарнирного опирания при про-
дольном сжатии. 

Заключение. Получены аналитические соотношения для оценки 
напряженно-деформированного состояния коротких прямоугольных 
поверхностных дефектов анизотропной структуры, нагруженные сжи-
мающими усилиями с учетом геометрически нелинейного поведения. 
В общем случае аналитическая задача сведена к численному решению 
двух нелинейных уравнений относительно двух амплитуд прогиба. 
Получены выражения для определения мембранных и изгибных 
напряжений, а также для оценки трансверсальных касательных напря-
жений, возникающих при закритическом поведении. Следует заме-
тить, что приведенные соотношения целесообразно использовать для 
разработки методики (алгоритма) определения минимальных толщин 
сжатых коротких прямоугольных анизотропных панелей при ограни-
чениях по прочности, когда допустимо закритическое состояние.  
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The paper considers a problem of determining the stress-strain state at supercritical be-
havior of the short surface defects such as the anisotropic structure delamination in 
smooth composite panels under compression. It notes that when loaded with the com-
pressive forces, defects of the δ thickness have a short rectangular shape (at b<a<1.5b). 
With stability loss and subsequent geometrically nonlinear behavior, they could have the 
oblique waves associated with the anisotropic structure. The presented analytical solu-
tions to geometrically nonlinear problems were obtained by the Bubnov—Galerkin method. 
To study behavior of the short rectangular defects under consideration, two terms of the 
trigonometric deflection series were used. The paper analyses a variant of boundary 
conditions corresponding to the all-round hinged support. In each case, solution to the 
geometrically nonlinear problem is reduced to numerical solution of a system of two non-
linear equations in regard to the deflection amplitudes. To analyze the defects stressed 
state, analytical expressions for membrane and bending stresses are provided, as well as 
equalities to assess the transverse shear stresses arising in the geometrically nonlinear 
state. 
 
Keywords: composite material, anisotropic structure, short rectangular panels, geomet-
rically nonlinear behavior, surface defects, compression 
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