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Предложена методика расчета динамического деформирования осесимметричных 
ортотропных оболочек вращения на основе решения дифференциальных уравнений 
методом конечных разностей. В частности, для решения сопряженной задачи о ма-
лых колебаниях бака с идеальной несжимаемой жидкостью для генерирования ло-
кальных весовых коэффициентов конечных разностей на произвольном трафарете 
узловых точек расчетной области используются полигармонические радиальные 
базисные функции. Деформирование меридиана осесимметричной оболочки описы-
вается системой шести дифференциальных уравнений движения, полученных на ос-
нове общих пространственных уравнений для разрешающих функций в глобальной 
системе координат. Для описания поворотов используется вектор конечного пово-
рота (вектор Эйлера). Уравнения не содержат начальной кривизны, описывают 
большие повороты, перемещения и деформации, учитывают утонение/утолщение и 
влияние поперечного сдвига при деформировании для толстой оболочки. Предло-
женная методика реализована в собственном программном комплексе DARSYS. Рас-
считанные по предложенной методике частоты колебаний баков с жидкостью 
сравниваются с частотами, полученными другими методами. Анализ сходимости 
выполняется с помощью  комплекса ANSYS, а также программы, реализующей ме-
тод конечных и граничных элементов.  
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кость, потенциал перемещений, радиальные базисные функции, метод конечных 
разностей (RBF-FD) 

 
Введение. Осесимметричными оболочками вращения можно схе-

матизировать топливные баки ракет-носителей с жидкостным ракет-
ным двигателем (ЖРД), резервуары для нефтепродуктов, баллоны 
высокого давления, взрывные камеры, купольные конструкции. Одна 
из проблем проектирования ракет с ЖРД — обеспечение продольной 
устойчивости (англ. POGO) [1]. Если частота колебаний корпуса ра-
кеты близка к частоте колебаний расхода топлива, то изменение по-
следнего, а следовательно, и тяги приводит к возбуждению продоль-
ных колебаний корпуса, и наоборот. Возникают автоколебания, 
вызывающие разрушение всей конструкции. Поэтому важно созда-
вать математические модели, для того чтобы начиная с этапа проек-
тирования попытаться конструктивно отстроить потенциально опас-
ные частоты колебаний. 
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Для определения динамических характеристик тонкостенных 
конструкций с жидкостью проводят экспериментальные исследова-
ния [2–4]. При выполнении расчетов используются разные подходы: 
точные решения для частных случаев геометрии и граничных усло-
вий [1, 5]; приближенные методы оценки на основе усеченного раз-
ложения решения по некоторому базису [3, 6]; интегральные подхо-
ды на основе минимизации функционалов энергий, в том числе 
варианты метода конечных элементов (МКЭ) [7–12], метода гранич-
ных элементов (МГЭ) [13, 14], и др. Наиболее популярный и универ-
сальный метод анализа — МКЭ, реализованный во множестве про-
граммных продуктов и постоянно развиваемый учеными в узких 
направлениях. 

Цель данной работы — программная реализация и совершенство-
вание альтернативного МКЭ и МГЭ подхода к расчету тонкостенных 
оболочечных конструкций, взаимодействующих с жидкостью. В осно-
ве предлагаемой методики лежит решение дифференциальных урав-
нений с помощью метода конечных разностей (МКР). В нем весовые 
коэффициенты разложения производных на произвольном трафарете 
узлов вычисляются с помощью сплайн-интерполяций на основе ради-
альных базисных функций. К идеологически наиболее близким иссле-
дованиям в данном направлении можно отнести представленные в ра-
ботах [15–17], в которых применяется метод дифференциальных 
квадратур. 

Радиальные базисные функции (РБФ) [18–24] используются для 
построения интерполирующих многочленов, которые в свою очередь 
применяются при решении краевых задач для дифференциальных 
уравнений в разных областях математической физики. Можно выде-
лить два основных направления применения РБФ: 

бессеточные методы — линейные комбинации РБФ использу-
ются для аппроксимации разрешающих функций задачи. Неизвест-
ными параметрами являются коэффициенты разложения разрешаю-
щих функций в ряды по РБФ. Первые определяются из решения 
СЛАУ, полученной после подстановки в дифференциальные уравне-
ния и краевые/граничные условия соответствующих многочленов на 
основе РБФ; 

метод конечных разностей — интерполяция по РБФ использует-
ся для вычисления локальных весовых коэффициентов для разност-
ных трафаретов, аппроксимирующих дифференциальный оператор  
и краевые/граничные условия по соседним узловым точкам. При 
этом подлежащими определению неизвестными являются узловые 
значения разрешающих функций, как и в традиционном МКР. Такая 
разновидность МКР в англоязычной литературе имеет название 
Radial Basis Function Finite Difference method (RBF-FD). Этот подход 
и принят в данной работе. 
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Общие уравнения ортотропной оболочки. Рассмотрим беско-
нечно малый элемент 1 2ds ds  криволинейной срединной поверхности 

оболочки, уравнение которой задается радиусом-вектором (рис. 1): 

         1 2 1 1 2 1 2 1 2 2 3 1 2 3 1 2, , , , , ,   
    

k kr s s x s s i x s s i x s s i x s s i       (1) 

где 

ki  — базисные векторы глобальной системы координат; 1 2,s s  — 

криволинейные координаты, по повторяющимся индексам ведется 
суммирование от 1 до 3. 

 

Рис. 1. Перемещение и деформирование малого элемента оболочки: 
U  — вектор перемещения точки О в О* 

 
В точке О (см. рис. 1) находится локальная система координат, 

базисные векторы которой выражаются следующим образом: 
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С практической точки зрения удобно задавать начальную ориента-
цию с помощью матрицы поворота (матрицы начальной геометрии ):β  
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.
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           


  
 i ik k

e i

e i e i

e i

                     (3) 

Деформация малого элемента (см. рис. 1) состоит: 
– из перемещения параллельно самому себе как жесткого целого 

и поворота относительно точки *;O  
– изменения длин его сторон; 
– изменения угла между сторонами. 
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Поворот малого элемента представим таким образом: 

*
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* *

2 21 22 23 2

*
31 32 33 33

;
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где  — компоненты матрицы поворота; k  — проекции вектора ко-

нечного поворота (вектора Эйлера) на оси глобальной системы коор-
динат. 

В результате перемещения элемента параллельно самому себе 

как жесткого целого точка O займет новое положение — *,O  длины 

отрезков 1 1 ,ds OA  2 2ds OA  станут равными * * *
1 1 ,O A ds  

* * *
2 2O A ds  соответственно. Относительные удлинения сторон мало-

го элемента вдоль направлений 1s  и 2s  обозначим 
*
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1
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ds ds

ds
  

и 
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ds
 соответственно. 

При деформировании векторы локального базиса 1 2,
 
e e  переходят 

в * *
1 2, .
 
e e  С учетом (3) и (4) повернутые орты будут иметь вид 
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i ik k ik kn ne i i                                        (6) 

При наличии сдвига в плоскости ортогональность *
1

e  и *

2

e  нару-

шается, и они переходят в **
1 ,

e  **

2 .

e  Обозначив угол сдвига ,  запи-

шем 
** *, 
 
k kj je e                                               (7) 

где 
cos sin

.
sin cos

  
     

 

Из (2) и (3) можно получить 

1 1 1 1,  
 

k kdr e ds i ds      2 2 2 2,  
 

k kdr e ds i ds                    (8) 

а также учитывая (6) и (7), 
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Поскольку вектор перемещения , 
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Уравнения (10) описывают кинематику деформирования средин-
ной поверхности оболочки. Они связывают поворот элемента обо-
лочки, растяжение его сторон и изменение угла между ними с пере-
мещениями элемента. 

В основе рассматриваемой математической модели лежит гипо-
теза Кирхгофа — Лява, подразумевающая малую толщину оболочки 
и сохранение ортогональности нормалей к срединной поверхности 
при деформировании. Однако кинематические соотношения (10) лег-
ко модифицируются для приближенного учета поперечных сдвиго-
вых деформаций, которые вносят ощутимый вклад в изменение кри-
визны при деформировании толстых оболочек и пластин. 

Для этого будем рассматривать конечное состояние как суперпо-
зицию деформированных состояний: во-первых, от изгиба, растяже-
ния, сдвига в плоскости (по гипотезе Кирхгофа — Лява); во-вторых, 
от сдвига поперек срединной поверхности, что по сути соответствует 
теории Тимошенко. Таким образом, перемещение за счет сдвиговой 
деформации вдоль нормали к деформированной поверхности можно 
записать следующим образом: 
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где 1


S  — вектор перемещения за счет сдвига; 1Q  — перерезывающее 

усилие;   — корректирующий коэффициент сдвига прямоугольного 

сечения, 2 /12;    1 1 ,
 

j jT T i  2 2
 

j jT T i  — векторы внутренних по-

гонных сил; 13G  — модуль сдвига ортотропного материала; *h  — 

толщина деформированной оболочки; 1nS  — проекция вектора пере-
мещения за счет сдвига. 
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Аналогично в другом направлении перемещение за счет сдвига 
будет иметь следующее выражение: 

2* * *
2 2 2 3 3 2 2 2*

23

,      


   jS
kj k p pn n n n

T
dr S ds i ds S i ds

G h
            (12) 

где 2


S  — вектор перемещения в глобальной системе координат; 

2 jT  — векторы внутренних погонных сил. 

В итоге кинематические соотношения (10) с учетом поперечного 
сдвига (11) и (12) можно записать так: 
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Вычислим кривизны оболочки в направлении нормали к ней  
в двух сечениях для недеформированного и деформированного со-
стояний соответственно: 

3 3 3 3
1 1 1 1 2 2 2 2

1 21 2

, , , .
 

   
 
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Рассмотрим динамическое равновесие элемента оболочки под дей-
ствием распределенной нагрузки и моментов от внешних факто-
ров ,

 
q m  и инерции самой оболочки и и, .

 
q m  По граням элемента при-

кладываются внутренние погонные усилия и моменты, полученные 
в результате осреднения напряжений по толщине оболочки (рис. 2). 
Дифференциалы параметров поверхности представим в виде 

1 1 1, ds A d  2 2 2, ds A d  где 1,  2  — безразмерные параметры на 

поверхности, А1, А2 — параметры Ламэ. 

 

Рис. 2. Схема динамического равновесия элемента оболочки 
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Для деформированной оболочки справедливы равенства: 

1 1 1,  ds A d  
2 2 2.  ds A d  Уравнения динамического равновесия 

сил, записанные для деформированного состояния, имеют вид 
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      

 

 

    

A M A M

A A A A

r r
T T m m

A A

                      (16) 

где 


j jq q i  — вектор внешней распределенной нагрузки; и

q  — сила 

инерции; 1 1 ,
 

j jM M i  2 2
 

j jM M i  — векторы внутренних моментов; 

и

m  — инерционный момент; 


j jm m i  — вектор внешнего распреде-

ленного момента.  
Здесь необходимо отметить, что инерционная сила и момент вслед-

ствие сохранения массы элементарного объема зависят только от уско-
рения. Поэтому в формулу (15) включена сила инерции 

  и
1 2

,
1 1


 

   

 hU
q  

а в (16) введен инерционный момент 

 
  

3 * *
1 1 2 2

и
1 2

,
12 1 1

  
 

   

   h e e
m  

где 1,2  — угловые ускорения вокруг главных осей (точки обозначают 

дифференцирование по времени ).t  
Для замыкания системы уравнений необходимо добавить связь 

между параметрами деформации и напряжениями и граничные условия. 
Запишем физические соотношения для ортотропного материала в плос-
ком напряженном состоянии [25, 26]. Принимаем, что оси ортотропии 
совпадают с направлениями 1 2, .

 
e e  Для плоского случая независимыми 

являются четыре постоянные: два модуля упругости 1 2, ,E E  модуль 

сдвига 12G  и коэффициент Пуассона 12  или 21  21 1 12 2( )  E E  [25]: 
растяжение:  

 1
1 1 21 2

12 21

,
1

    
 

E h
N   2

2 2 12 1
12 21

;
1

    
 

E h
N          (17) 
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изгиб: 

   
3

1
1 1 21 2

12 21

,
12 1

    
  
E h

M  
   

3
2

2 2 12 1
12 21

;
12 1

    
  
E h

M    (18) 

сдвиг: 

12 ; S G  

кручение: 
3

12 .
12

 
G h

H                                            (19) 

Здесь *
1 1 1 ,

 
N T e  *

2 2 2
 

N T e  — продольные силы; h  — толщина обо-

лочки; 1 2,   — параметры продольной деформации; *
1 1 2 ,

 
M M e  

*
2 2 1

 
M M e  — изгибающие моменты; * *

1 2 2 1 
  

S T e T e  — сдвиговое 

усилие; 1 2,   — параметры изменения кривизны срединной поверх-

ности;   — параметр деформации сдвига; * *
1 1 2 2 
  

H M e M e  — кру-

тящий момент;   - параметр деформации кручения. 
Осесимметричная ортотропная оболочка. При осесимметрич-

ном деформировании оболочки вращения (рис. 3) координатная сетка 
на оболочке остается ортогональной, т. е. параметр деформации 
сдвига 0.   Введем в рассмотрение цилиндрическую систему коор-
динат с ортами 

1 2 1 2 3cos sin , sin cos , .         
       
r zi i i i i i i i               (20) 

Радиус-вектор срединной поверхности  

( , ) ( ) ( ) ,  
 
r zr s r s i z s i                                    (21) 

где ( ), ( )r s z s  — параметрические уравнения меридиана оболочки. 

 

Рис. 3. Геометрия и деформация оболочки вращения 
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В качестве параметров поверхности возьмем 1 , s r  2 .s s   

Запишем векторы локального базиса: 

1 1 2

2 , 1 , 2 , 3 , ,

3 , 1 , 2 , 3 , ,

sin cos ,

cos sin ,

cos sin ,

     

      

      

  
    
    

s s s s r s z

s s s s r s z

e i i i

e r i r i z i r i z i

e z i z i r i z i r i

                 (22) 

где символ в нижнем индексе после запятой означает дифференциро-
вание по этой переменной. 

Таким образом, матрица (3) для осесимметричной оболочки бу-
дет иметь вид 

, , ,

, , ,

sin cos 0

cos sin .

cos sin

   
 

    
     

s s s

s s s

r r z

z z r

                               (23) 

Запишем кривизны недеформированной срединной поверхности: 

   ,3
1 1 , 1 , 2 1 2

1

1
sin cos sin cos ;


          


     s
s s

ze
k e z i z i i i

s r r
    (24) 

, 1 , 13
2 2 , , , ,

2 , 2 , 3 , 2 , 3

cos cos
.

sin sin

      
       

            

  
   

ss s
ss s ss s

ss ss s s

z i r ie
k e z r r z

s z i r i r i z i
 (25) 

В случае осесимметричного деформирования вектор поворота (5) 
определяется так: 

1 1 1 2sin cos .         
   

k ke i i i                      (26) 

Таким образом, 1 sin ,     2 cos ,     3 0,   .  


 

Элементы матрицы поворота для преобразования (4) примут вид 

2 2
11 22 33

12 23 31

13 21 32

1 (1 cos )cos , 1 (1 cos )sin , cos ,

(1 cos )sin cos , sin sin , sin cos ,

sin cos , (1 cos )sin cos , sin sin .

              

               

               

    (27) 

В силу осевой симметрии деформирования векторы погонных 
внутренних усилий и векторы моментов имеют вид 

1 1 2 2 2 1 1 2 1 , 1 ,

2 2

, , ,

.

 

 

     



      
 

r r z z s s s r s s zT T i T T i T i M M e M r i M z i

M M i
       (28) 
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Кривизны координатных линий на деформированной поверхнос- 
ти с учетом (6), (23) и (27) можно записать следующим образом: 

     3 3
1 1 1 , ,*

1 11

1 1
cos sin ;

1 1

 
   
     

    

  
s s

e e
k e e z r

r rs
       (29) 

     3 3
2 2 2 , , , , ,*

2 22

1 1
.

1 1

 
   
     

    

  
ss s ss s s

e e
k e e z r r z

ss
        (30) 

Изменение кривизн при деформировании вычислим по формулам: 

    ,
1 1 1 , ,

1

1
cos sin ;

1
       

 
s

s s

z
k k k z r

r r
              (31) 

     2 2 2 , , , , , , , , ,
2

1
.

1
        

  ss s ss s s ss s ss sk k k z r r z z r r z      (32) 

Следует отметить, что в выражения для изменения кривизн (31)  
и (32) входят начальные кривизны. Начальная кривизна меридиана 

2 , , , , ss s ss sk z r r z  содержит вторые производные функций  r s  и   ,z s  

что может усложнить формирование исходных данных при нали- 
чии скачков кривизн. Обычно в таких случаях проводят стыковку  
отдельных решений на каждом участке, где кривизна непрерывна  
и нет изломов. Программная реализация метода конечных разностей, 
применяемая в данной работе для решения краевой задачи, позволяет 
выполнять стыковку решений в автоматическом режиме без участия 
расчетчика. 

При малых продольных деформациях (удлинениях) выражения 
для приращения кривизн (31) и (32) примут вид 

 1 , ,
1

cos 1 sin ,       s sk z r
r

                            (33) 

2 , ,   sk  

т. е. если деформации предполагаются малыми по смыслу задачи, то 
задавать начальную кривизну не обязательно. 

В случае осесимметричного деформирования вектор перемеще-
ний выглядит следующим образом: 

1 2 3cos sin .      
     

r r z z r r zU U i U i U i U i U i                 (34) 

Преобразуем выражения для производных перемещений: 

1
1

1 1
, 

 
   

 

 
 

r
U U

U i i
s r r
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откуда следует выражение для окружной деформации (удлинения) 

1
1

.  rU
r

                                              (35) 

Из соотношения (13) с учетом (27) и (12) можно записать 

       2 , 2 ,
2

1 1 ,r z s r z r s z
U dU

d d r i d d z i
s ds

                   

   
  (36) 

где 

2 2
*

23

,


 


z r r zd T d T

G h
  , ,cos sin ,   r s sd r z   , ,sin cos .   z s sd r z  (37) 

Таким образом, получены выражения для изменения кривизн (31), 
(32) и для удлинения в окружном направлении (35), а также диффе-
ренциальные уравнения для перемещений (36).  

Теперь получим уравнения равновесия и физические соотноше-
ния с учетом изменения объема при больших перемещениях. В при-
веденном выше материале использовалась естественная параметриза-
ция функций — 1 2, , ,s s s  за исключением уравнений равновесия (15)  

и (16), где введены безразмерные параметры на поверхности — 

1 2,   и параметры Ламэ 1 2, .A A  Однако на практике стоит предпо-

честь произвольную безразмерную параметризацию. Для случая осе-
симметричной оболочки введем безразмерный параметр длины ме-
ридиана ,  т. е.  . s s  Определим параметры Ламэ с помощью 

следующих соотношений: 

1 1 1 ,   ds A d rd     2 2 2 ,   


ds
ds A d d

d
,                     (38) 

т. е. параметры Ламэ 1 2 ,,  A r A s  и 1 2, .     d d d d  

Вычислим производные, входящие в уравнения равновесия (15), 
(16) по безразмерным параметрам поверхности: 

 2 2 1 2 2 1 1
2 2 2 2 1

1

1 (1 )
(1 ) (1 ) ,

   


                 
  

  

r

A T d A T i dT i
A A T i

d d
 

       1 1 2 1 2 1 2 1 2

2

1 1 1 1
,

                       
   

 
 r z
r z

A T d r T d r T d r T
i i

d d d
 

 
     2 2 1 1 , 1 ,

2 2 2 2 1 ,
1

1
1 1 ,

           
 

  
s s r s s z

s s

A M d M r i M z i
A A M r i

d
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     1 1 2 1 2 1 2

2

1 1 1
.

  


                 
  

 
A M d r M i d r M
i

d d
 

Таким образом, уравнения динамического равновесия сил в про-
екциях на оси цилиндрической системы координат ,


ri  

zi  имеют вид 

 
  

 
  

1 2
2 2 1 2 1 2 2

1 2
2 1 2 2

1
(1 ) 1 1 ,

1
1 1 ,



             


          






r
r r

z
z z

d r T
A T rA q rA hU

d

d r T
rA q rA hU

d

   (39) 

где  
 

r r z zq q i q i  — внешняя нагрузка.  

Уравнение равновесия в проекции на ось 

i  удовлетворяется 

тождественно. 
Уравнение равновесия моментов в проекции на ось i


 можно 

представить так: 

 
 

  
 
 

1 2
2 2 1 ,

32 , ,
2 1 2 2

2 , ,

1
1

sin cos
1 1 .

12cos sin

       


             
     



s s

r s s

z s s

d r M
A M r

d

T r z h
rA rA

T r z

       (40) 

Физические соотношения (17)–(19) для ортотропной осесиммет-
ричной оболочки примут вид 

 
*

1
1 1 1 21 2

12 21

ˆ ˆ ;
1     
  

E h
N T                           (41) 

 
*

, , 2
2 2 2 2 12 1

, , 12 21

cos sin
ˆ ˆ ;

sin cos 1

      
                    

s s
r z

s s

r r E h
N T T

z z
     (42) 

   
*3

1
1 1 1 21 2

12 21

;
12 1

     
  s
E h

M M k k                   (43) 

   
*3

2
2 2 2 12 1

12 21

,
12 1      

 
E h

M M k k                 (44) 

где 1ˆ ,  2̂  — меры продольных деформаций; *h  — толщина дефор-

мированной оболочки. 
При решении геометрически нелинейных задач логарифмические 

деформации выражаются через удлинение следующим образом: 
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 1 1ˆ ln 1 ,      2 2ˆ ln 1 .                                (45) 

Необходимо отметить, что при малых деформациях или при гео-
метрически линейной постановке задачи удлинения равны и меры де-
формации: 1 1ˆ ,    2 2ˆ .    Это следует в том числе из формул (45). 

Определим изменение толщины при деформировании через изме- 
нение объема. До деформации элементарный объем 

1 2 , V hds ds  

после деформирования его можно записать так: 

  * * * *
1 2 1 2 1 21 1 ,       hV h ds ds hf ds ds  

где новую толщину представим в виде произведения старой толщины 
и некоторой функции, описывающей изменение толщины, подлежа-

щей определению: * . hh hf  

Имеет место следующее отношение: 

      
*

1 2 1 2
1 2

1 2

1 1
1 1 ,h

h
hf ds dsV

f
V hds ds

    
     


 

но, с другой стороны, известно, что 

   
*

1 2 31 1 1 ,      
V

V
 

следовательно, 31 .  hf  

Запишем закон Гука для ортотропного материала: 

31 2
1 21 31

1 2 3

ˆ ,
 

   
E E E

 

31 2
2 12 32

1 2 3

ˆ ,
 

    
E E E

 

31 2
3 13 23

1 2 3

ˆ .
 

    
E E E

 

Поскольку рассматриваются тонкие оболочки, положим 3  = 0,  

тогда 

12 23 13 21 13 23
3 1 2

12 21 12 21

ˆ ˆ ˆ ,
1 1

      
    

     
 

и с учетом                            (45) в итоге для функции изменения тол-
щины получим выражение 
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12 23 13 21 13 23
1 2

12 21 12 21

ˆ ˆexp .
1 1

        
          

hf                   (46) 

В практических целях важно привести уравнения к безразмерно-
му виду. Для этого введем в рассмотрение безразмерные величины: 

,

s

s  ,

h

h  ,

r

r  ,

z

z  ,

U

U  
 21

,





T T
Eh

 

 2

2 2

12 1
,





M M

Eh
                                         

(47)
 

где   — характерный геометрический размер оболочки (например, 
длина меридиана, радиус), 12 21 ,     1 2 .E E E  

Кроме того, перейдем к параметризации функций с помощью .  
Физические соотношения (42)–(44) с учетом (47) можно переписать 
следующим образом: 

 1
1 1 21 2

2

ˆ ˆ ;     h
E

T f
E

                                (48) 

 
 

 2 , , 2
2 12 1

, 12 , ,

cos sin1
ˆ ˆ ;

sin cos

 

  

    
      
     

r

h

z

T r z E
f

s ET r z
             (49) 

 31
1 1 21 2

2

;    s h
E

M h f k k
E

                          (50) 

 32
2 2 12 1

1

.       h
E

M h f k k
E

                         (51) 

Из (49) определим меру деформации в меридиональном направ-
лении: 

   1
2 2 , , 2 , , 12 1

2 ,

1
ˆ ˆcos sin sin cos .   



            r z
h

E
T r z T r z

E s f
 (52) 

Здесь необходимо отметить, что в выражение (52) входит (46), в ре-
зультате чего образуется нелинейное уравнение относительно меры 
деформации 2ˆ ,  которое в программной реализации решается мето-

дом простых итераций. 
Упростим и перепишем уравнения равновесия (39) с учетом (47) 

и (38): 
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   

     
 

, 1, ,2 2
2 1

1 1

2
,12 21 12 21

, 2
11 2 1 2

(1 )

1 1

1 1
1 ;

1

  





   
           

   
   

 

 

r
r

r r

r sdT
T T

d r r

s
s q U

h E E E E

 

 

     
 

, 1,2
2

1

2
,12 21 12 21

, 2
11 2 1 2

1

1 1
1 ;

1

 




 
        

   
   

 

 

z
z

z z

rdT
T

d r

s
s q U

h E E E E

 

 
 
 

 
 
 

 
 

2 , 1, , 2
2 1

1 1

2
2 , , , 12 21

2
11 22 , ,

1

1 1

sin cos 112
1 .

1cos sin

   


  

 

   
           
            
       




s

r

z

dM r r
M M

d r r

T r z s h

h E ET r z

 

Из физического соотношения (51) выразим , , s  при больших 

продольных деформациях из выражений для изменения кривизн (31), 
(32) получим 

     21
, 2 12 2 1 2 , , , ,3

2

1 1 ,            
s ss s ss s

h

ME
k z r r z

E hf
       (53) 

где 
 
 

, 1 ,
1

1

cos 1 sin
.

1

        
 

s sz r
k

r
 

При малых продольных деформациях из выражений для кри-
визн (33) получим 

21
, 12 13

2

,     
s

h

ME
k

E hf
                             (54) 

где  1 , ,
1

cos 1 sin .       s sk z r
r

 

Таким образом, вычислив , s  по формуле (53) или (54), измене-

ние кривизны 2k  можно рассчитать по (32) или (33) соответственно, 

и тогда 1sM  возможно определить из физического соотношения (50). 

С учетом (47) и переходом к параметризации по   окончательно в 
итоге имеем разрешающую систему шести геометрически нелинейных 
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дифференциальных уравнений первого порядка относительно шести 
функций — 2 2 2, , , , , ,r z r zU U T T M  описывающих динамическое 

напряженно-деформированное состояние осесимметричной ортотроп-
ной оболочки при больших продольных деформациях, перемещениях 
и поворотах: 

кинематические соотношения: 

1)    2 ,1 ;r
r z

dU
d d r

d      


  2)    2 ,1 ;z
z r

dU
d d z

d      


   (55) 

уравнение упругости при больших продольных деформациях: 

     2 , 1 2
2 12 2 , 1 , , , ,3 2

2 ,

1
3) 1 ,

     


  
       

 h

s Ed
M s k z r r z

d Ehf s
 (56) 

где  

 
 , 1

1
, 1 ,

cos 11
,

1 sin



 

         
     

z
k

s r r
 

 
 

2
, , 2 , , , ,

2 3
2 ,

;
1

     



   
 

 

s z r r z
k

s
 

уравнение упругости при малых продольных деформациях: 

, 1
2 12 , 13

2

3 ) ,
h

sd E
а M s k

d Ehf


 

    


                          (57) 

где  1 , ,
,

1
cos 1 sin , 



       k z r
s r

 ,
2

,

;




 k

s
 

уравнения равновесия: 

 , , 22
2 1

1
4) ;r

r r r

s sdT
AT BT C q DU

d r h
 


 

    


           (58) 

 , 22
2

1
5) ;z

z z z

sdT
AT C q DU

d h
  

   


                          (59) 

  2 ,
2 1 2 2 2

12
6) 1 ;s r z z r

dM r
AM BM T d T d Dh

d r h
 

        


     (60) 

дополнительные выражения и обозначения: 

 , ,cos sin ,    rd r z    , ,sin cos ,    zd r z
 
 2 2

23 ,

,



 


z r r z

h

d T d T

G s f C
 

 
, 1,

1

,
1

  
     

r
A

r
  ,

1, 2

1
,


 

    
r

r

r dU
U

r dr
  

 
2

1

1
,

1

 


 
B  12 21

1 2

1
,

 
C

E E
 



Методика расчета осесимметричных колебаний оболочек вращения с жидкостью… 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 2·2024                                             17 

 

2
,

11

 

s
D C 1

1
,  rU

r
  2 2ˆexp 1,     

 
1 2 2

2 12 1
2 , 2

ˆ ˆ ,
ˆ


   


r r z z

h

E T d T d

E s f
 

  12 23 13 21 13 23
2 1 2

12 21 12 21

ˆ ˆ ˆexp ,
1 1

        
           

hf   1 1ˆ ln 1 ,     

 1
1 1 21 2

2

ˆ ˆ ,     h
E

T f
E

  31
1 1 21 2

2

.    s h
E

M hf k k
E

 

Линеаризуя систему уравнений (55)–(60) относительно деформа-
ций, поворотов, перемещений, усилий и моментов, получим геомет-
рически линейную систему уравнений движения осесимметричной 
оболочки: 

, 2 , ,1) ;rdU
r z z

d        
          

 , 2 , ,2) ;zdU
z r r

d        


 

, ,1
2 123

2

3) ;
h

s rd E
M

d E rhf
 



    


 

   , , ,2 1
12 2 12 2 12 21 1

2

212 21 12 21
, ,

1 2 1 2

4) 1 1

1 1
;

r
r z

r r

r z sdT E
T T

d r r r E

s q s U
h E E E E

  

 

          


     
   

     (61) 

, 22 12 21 12 21
2 , ,

1 2 1 2

1 1
5) ;z

z z z

rdT
T s q s U

d r h E E E E


 
     

    


  

   

 

2
2 , , 1

12 2 12 21 2
, 2

2 12 21
2 , 2 , ,

1 2

6) 1 1

12 1
,r z

dM r r h E
M

d r s Er

T z T r s h
h E E

  




  

        


  
    

 

где 1
1

,  rU
r

  1
2 22 , , 12 1

, 2

1
, 


    r z

E
T r T z

s E
  

 
, 2 , 2 1 2

23 , 12 21

.
1

 




 

  
r zz T r T E E

G s
 

Для задач статики деформирования тонких и толстых оболочек 

под давлением уравнения (55)–(60) (при , 0)   r zU  были успешно 

протестированы вне рамок данной статьи. Расчет геометрически  
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линейного и нелинейного деформированного состояния сопоставлял-
ся с расчетами в среде ANSYS. Рассчитанные контрольные величины 
перемещений совпали в пределах разброса вычислений по разным 
конечным элементам ANSYS (SHELL181, 43, 93). Вычисление изме-
нений кривизны по формуле (57) дали лучшее приближение к реше-
ниям, получаемым в ANSYS. 

Сопряженная задача гидроупругости. Рассмотрим расчет ма-
лых колебаний осесимметричного бака с идеальной несжимаемой 
жидкостью (рис. 4). Для такой модели жидкости ее малые перемеще-
ния определяются потенциалом перемещений   [14], а перемещения 
стенки бака — системой дифференциальных уравнений движения 
осесимметричной оболочки вращения (55)–(60), которые в сокра-
щенном виде можно записать так: 

 , , , 


   dX
F X X

d
                                        (62) 

где    т2 2 2, r z r zX t U U T T M   


 — вектор разрешающих 

функций.  

 

Рис. 4. Расчетная схема бака с жидкостью 
 
В случае малых колебаний решение разыскивается в виде 

     , exp .    
 
X t X i t                               (63) 

Теперь, подставляя решение (63) в (62), линеаризуя и вычитая 
исходное равновесное состояние, получим уравнение для амплитуд 
малых колебаний 

2 .
   

      

   
 

d X F F
X

d X X
                               (64) 

В рассматриваемой задаче неизвестны перемещения оболочки и 
давление жидкости на ее стенки. Эти функции определяются в резуль-
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тате решения задачи о взаимодействии. Потенциал перемещений на 
смоченной стенке определяет давление жидкости на эту стенку: 

2 ,  жp                                          (65) 

где ж  — плотность жидкости;   — частота собственных колебаний. 

В рамках допущений для потенциала малых перемещений жид-
кости   получим краевую задачу [14]: 

0   — в объеме жидкости;                                                          (66) 
0   — на свободной поверхности жидкости;                              (67) 

/ 0  n  — на оси симметрии и/или неподвижной части бака; (68) 

/  
 

U n n , 2
2   
 

жT n  — на смоченной части оболочки,    (69) 

где 

n  — внешняя нормаль. 
Для аппроксимации производной по координатам в уравнении (64) 

используется шаблон центральной разности либо интерполяционный 
многочлен Лагранжа по четырем точкам для повышения точности 
аппроксимации при малом числе разбиений меридиана. 

Применение RBF-FD. Для решения краевой задачи (66)–(69) 
применим метод конечных разностей, а для генерирования весовых 
коэффициентов разностных схем на произвольном трафарете будем 
использовать радиальные базисные функции. 

Радиальная функция — это любая вещественная функция, значе-
ние которой зависит только от расстояния до начала координат 

     
 
r r  или от расстояния между некоторой другой точкой, 

называемой центром 

c  :    , .   

   
r c r c  В качестве нормы обыч-

но выступает евклидово расстояние. Существует много видов РБФ, 
наиболее часто используемыми являются: 

мультиквадратичная [20]: 

   21 ,   r r                                      (70) 

и полигармоническая [18, 19, 24]: 

   2 ln ,  mr r r                                      (71) 

где   — параметр формы; m  — степень четной полигармонической 
РБФ. 

Использование мультиквадратичной РБФ сопряжено с необходи-
мостью выбора параметра формы ,  зависящего от расположения уз-
лов интерполяции. Выбор оптимального значения, минимизирующего 
ошибку аппроксимации, — дополнительная задача, для решения кото-
рой предложены разные подходы [20, 27]. Полигармонические РБФ (71) 
не имеют параметра формы, однако есть некоторые умолчания  
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относительно практического применения, не освещенные или недо-
статочно освещенные в литературе. В данной работе используются 
полигармонические РБФ. 

Тестовые расчеты задачи о колебаниях бака с жидкостью показа-
ли, что для использования (71) в качестве РБФ интерполирующего 
сплайна необходимо приводить нормирование размера трафарета, 
для того чтобы избежать плохой обусловленности разрешающей 
матрицы, приводящей из-за ошибок округления чисел в ЭВМ к кри-
тическим ошибкам при определении весовых коэффициентов конеч-
ных разностей. Авторы опытным путем установили, что «рабочей» 
областью полигармонической РБФ вида (71) является интервал для 
радиусов больше единицы, т. е. необходимо нормировать координа-
ты точек в трафарете таким образом, чтобы все расстояния между 
любыми точками были больше 1 (на практике можно установить 
число, близкое к 1, например 1,01). 

Классический метод конечных разностей предполагает разбиение 
геометрической области узлами, лежащими на координатных линиях 
(прямоугольная сетка). Для такого расположения узлов записывают-
ся простые и достаточно точные разностные схемы аппроксимации 
различных производных по координатам через узловые значения 
разыскиваемых функций. Использование РБФ позволяет вычислять 
весовые коэффициенты таких разложений на произвольной (нерегу-
лярной) сетке, имеющей сгущение там, где это требуется (например, 
в области взаимодействия жидкости и оболочки), а в других местах 
иметь разреженную структуру для экономии ресурсов ЭВМ. Можно 
добиться аналогичных нерегулярностей с ортогональной сеткой, ис-
пользуя деревья, но при их реализации возникают дополнительные 
трудности. 

Быстрый алгоритм генерирования нерегулярной сетки узлов 
в прямоугольной области предложен в [28]. Этот алгоритм был слегка 
модифицирован для генерирования сетки из предварительно дискрети-
зированной выпуклой граничной области с произвольной дискретиза-
цией. Пример результата работы этого алгоритма приведен на рис. 5, 
где наряду с граничными и внутренними точками области показаны 
законтурные (вспомогательные) узлы (англ. ghost nodes). Они вводятся 
для уравнивания числа уравнений и неизвестных. Таким образом, 
уравнение 0   должно выполняться во всех узлах границы и внут-
ренней области, а законтурные узлы участвуют в формировании тра-
фаретов конечных разностей. Число законтурных узлов строго равно 
числу граничных, для которых заданы граничные условия (на зеркале 
жидкости, на оси симметрии, на смоченной части). Трафарет, состав-
ленный из 22 точек, показан на рис. 5. Подобные трафареты строятся 
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для каждого узла контура и внутри области, и по ним вычисляются ве-
совые коэффициенты конечных разностной аппроксимации требуемых 
производных. 

 

Рис. 5. Разбиение расчетной области узлами 

 
Рассмотрим алгоритм вычисления весовых коэффициентов для 

разностных схем. Интерполяционный сплайн на основе РБФ записы-
вается в стандартном виде с дополнительным полиномом первой 
степени [29], гарантирующим уникальность решения [18], а также  
с условиями ортогональности весовых коэффициентов: 

    1 2 3
1

, , ;


          
n

k k k
k

S x y x x y y x y                  (72) 

1 1 1

0,
  
       

n n n

k k k k k
k k k

x y                             (73) 

где  ,k kx y  — узлы интерполяции; n  — число узлов интерполяции; 

k  — весовые коэффициенты РБФ; 1,2,3  — коэффициенты дополни-

тельного многочлена.  
Сплайн (72) может быть расширен до пространственного случая, 

а также до произвольного количества размерностей. 
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Пусть интерполируемая функция имеет узловые значения ,kf   

тогда из (72), (73) СЛАУ для определения весовых коэффициентов 
будет иметь вид 

     
     

     
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f     (74) 

СЛАУ (74) имеет уникальное решение, если узлы интерполяции 
не повторяются (это условие обеспечивается генератором распреде-
ления узлов), а ее матрица  A  не меняет свой вид при аппроксима-

ции произвольного дифференциального оператора L  [29], что легко 
показать. Пусть необходимо найти весовые коэффициенты jw  раз-

ложения по узловым значениям функции jf  дифференциального 

оператора L  в центральной точке ,c cx y  трафарета из n  узлов: 

 1 2 3
1 1 1 1

, .  
   

 
       
  

    c
c

n n n n

x xj j n j n j j n j j
y yj j j j

w f w w x w y L S x y  (75) 

Здесь в силу условия ортогональности (73) слагаемые в квадратных 
скобках равны нулю, т. е. значимыми в разложении будут только n  
весов .jw  С учетом (72) и (74) имеем 
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В итоге получим СЛАУ для определения весовых коэффициен- 
тов jw  разложения дифференциального оператора по узловым зна-

чениям функции ,jf  в которой матрица совпадает с (74): 
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                       (76) 

Расчетная область, занятая жидкостью, разбивалась неравномер-
ной сеткой, имеющей сгущение на границах и разреженность внутри 
(см. рис. 5). Это дает существенную экономию размерности задачи и 
незначительно сказывается на точности решения. Для интерполяции 
характерного размера сетки узлов от границ внутрь области приме-
нялся многочлен (72), но в качестве РБФ использовалась функция 

  2 2, ,  x y x y  более устойчивая с вычислительной точки зрения, 

чем полигармоническая РБФ (71), однако она не подходит для аппрок-
симации дифференциальных операторов рассмотренной задачи. 

Алгоритм решения уравнений ортотропной осесимметричной 
оболочки совместно с жидкостью добавлен в функциональные воз-
можности программы DARSYS [30]. 

Тестирование методики расчета собственных колебаний орто- 
тропной оболочки без жидкости. Рассмотрим тестовую задачу рас-
чета собственных колебаний ортотропной оболочки вращения, со-
стоящей из защемленной снизу цилиндрической и свободной кониче-
ской частей (см. рис. 4). Радиус цилиндра составляет 0,5м,  высота 
цилиндра — 0,8м,  длина образующей конуса — 0,3м,  угол конуса 
относительно вертикали — / 6,  толщина стенки — 0,02м.  Для 
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подтверждения правильности разработанных уравнений рассмотрим 
процесс колебания оболочки из трех материалов: 1) изотропного как 
частный случай ортотропного, т. е. 1 2;E E  2) ортотропного с соот-

ношением модулей упругости 1 22 ;E E  3) ортотропного с соотноше-

нием 1 25 .E E  Примем модуль упругости материала в окружном 

направлении 7
1 2 10 Па, E  коэффициент Пуассона 12 0,3,   плот-

ность материала 37850 кг/м .   Частоты собственных колебаний обо-
лочки без жидкости, рассчитанные методом конечных элементов  
в программе В.Е. Левина [14], в пакете ANSYS и по предложенной  
методике в DARSYS, приведены в табл. 1–3. 

Таблица 1 

Частоты собственных колебаний, Гц, оболочки из изотропного материала  

при 1 2 ,E E  определяемые с помощью трех способов 

Тон МКЭ [14] ANSYS DARSYS 

1 10,488 10,464 10,463 

2 15,345 15,326 15,324 

3 16,538 16,514 16,510 

4 17,613 17,578 17,575 

5 18,337 18,272 18,258 

Таблица 2 

Частоты собственных колебаний, Гц, оболочки из ортотропного материала  

с соотношением 1 2 ,E E   определяемые тремя способами 

Тон МКЭ [14] ANSYS DARSYS 

1  7,94367  7,951  7,9475 

2 14,3333 14,314 14,340 

3 16,1666 16,120 16,206 

4 16,5995 16,518 16,585 

5 16,8880 16,982 17,087 

Таблица 3 

Частоты собственных колебаний, Гц, оболочки из ортотропного материала  

с соотношением 1 2 ,E E   определяемые тремя способами 

Тон МКЭ [14] ANSYS DARSYS 

1  5,197  5,200  5,1979 

2 12,091 12,062 12,072 

3 15,955 16,087 15,967 

4 16,205 16,252 16,192 

5 16,356 16,676 16,417 
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Анализ этих таблиц позволяет сделать вывод, что результаты, 
полученные тремя способами, хорошо согласуются между собой. Это 
может служить основанием полагать, что разработанные уравнения 
колебаний ортотропной оболочки и программная реализация методи-
ки расчета верны. Далее приведены тестовые расчеты гидроупругих 
колебаний. 

Тестирование методики расчета гидроупругих колебаний. 
Пример 1. Рассмотрим приведенную в статье [13] тестовую задачу 
расчета колебаний заполненного водой полусферического открытого 
бака, шарнирно закрепленного по радиусу 5,08м.R  Толщина бака 

0,0254 м,  модуль упругости 107 10 Па,E    коэффициент Пуассона 

0,3,   плотность материала 32770 кг/м .   
Три низшие частоты осесимметричных гидроупругих колебаний, 

рассчитанные различными методами в разных программах, приведе-
ны в табл. 4. Следует отметить, что частоты, взятые из статьи [10], не 
сопровождаются информацией о сходимости в зависимости от дис-
кретизации модели. Частоты, полученные расчетом в программе  
В.Е. Левина [14] по МКЭ—МГЭ, практически не меняются при уве-
личении числа конечных и граничных элементов. Частоты, опреде-
ленные в ANSYS Workbench 14.5, возникали при ~50 разбиениях 
вдоль меридиана. 

Таблица 4 

Низшие частоты колебаний полусферической оболочки с водой, Гц,  
определенные шестью разными способами 

Тон 

Частота колебаний, Гц 

МКЭ–МГЭ [13] МКЭ [10] 
ANSYS [10] 

(Shell63) 
МКЭ–МГЭ [14]

ANSYS 
(Shell181, 
Fluid80) 

DARSYS 

1 23,59 22,00 22,07 22,04 22,333 20,296 

2 35,70 33,38 33,41 33,32 33,714 35,172 

3 43,92 42,02 41,30 41,10 39,091 40,637 

 
Из данных табл. 4 следует, что расхождение частоты первого то-

на, полученной разными методами, достигает 16 %. Для анализа схо-
димости были проведены расчеты с различной дискретизацией моде-
ли. Графики сходимости рассчитанных частот в ANSYS и по 
разработанной методике представлены на рис. 6, где хорошо видно, 
что кривые пересекаются при возрастании числа разбиений. Сходи-
мости частот в ANSYS Workbench 14.5 (Shell181 + Fluid80) получить 
не удалось, а частоты, рассчитанные по предлагаемой методике, 
имеют выраженную асимптотику при увеличении числа разбиений 
меридиана. На основании этого можно предположить, что расчет по 
предлагаемой методике более точен. 
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Рис. 6. Сходимость частот гидроупругих колебаний  
полусферической оболочки с водой 

 

Рис. 7. Низшая частота колебаний в зависимости от дискретизации меридиана  
и числа точек в трафарете n, степень РБФ m = 1 

 
Зависимости низшей частоты от дискретизации меридиана при 

различных размерах трафарета конечных разностей 15, 22, 50n  для 
степеней четных полигармонических РБФ 1m  и 2m  соответ-
ственно показаны на рис. 7 и рис. 8. На рисунках видно, что область 
разброса вычисляемых частот при изменении дискретизации меньше 
для 2.m  Примеры распределения узлов, в которых средний размер 
дискретизации границы увеличивается в 2 раза при приближении  
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к оси симметрии и в 4 раза — в центре тяжести, приведены на рис. 9. 
Такая неравномерность позволяет экономить ресурсы компьютера без 
существенной потери точности расчета частот и форм гидроупругих 
колебаний. 

 

Рис. 8. Низшая частота колебаний в зависимости от дискретизации меридиана  
и числа точек в трафарете n, степень РБФ m = 2 

 

Рис. 9. Первая форма колебаний с различной дискретизацией 
 
Пример 2. Частоты собственных колебаний составной оболочки 

из изотропного материала (из первой тестовой задачи), заполненной 
водой до уровня 0,5 м, приведены в табл. 5. Были выполнены расчеты 
частот собственных осесимметричных колебаний в программе [14] 
по МКЭ—МГЭ (~60 элементов), в ANSYS Workbench 14.5 моделиро-
валась четверть модели с условиями симметрии (~119 000 элементов) 
и по предложенной методике в программе DARSYS при 300 разбие-
ниях меридиана (см. табл. 5). 
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Таблица 5 

Частоты колебаний составной оболочки с водой, Гц,  
полученные тремя разными способами 

Тон ANSYS (Shell181, Fluid80) МКЭ–МГЭ [14] DARSYS 

1   8,464   9,233   9,394 

2 10,969 11,256 11,307 

3 13,801 14,137 14,130 

4 16,377 16,474 16,448 

5 16,763 16,937 16,869 

6 18,487 18,756 18,577 

 
По данным табл. 5 видно, что наибольшее различие, которое при-

ходится на низшую частоту, достигает 11 %, а с ростом номера тона 
разница падает до 0,5 %. Следует отметить, что уточнить результаты, 
полученные в ANSYS, путем увеличения числа КЭ не удалось. 

В работе [15] проведено сравнение частот, рассчитанных разны-
ми методами. Там отмечено, что полученные результаты хорошо со-
гласуются с конечно-элементными решениями, но наиболее суще-
ственное расхождение имеет место в области низших гармоник, 
однако причина этого не выявлена [15]. 

Пример 3. Рассмотрим задачу из работы [11], в которой происхо-
дят колебания цилиндрического бака радиусом 7,25 м и высотой 12,6 м, 
наполненного водой до уровня 11,49 м. Толщина стенки бака 7 мм, 

модуль упругости 112 10 Па, E  коэффициент Пуассона 0,3, плот-

ность материала  = 37850 кг/м .  Частоты осесимметричных колеба-
ний, определенные в ANSYS Workbench 14.5, в программе из [14] 
и по разработанной методике, приведены в табл. 6. Низшая частота, 
полученная в ANSYS, отличается на 32 %, однако с ростом номера 
тона это различие уменьшается до 8 % на тоне 5. При этом частоты, 
полученные по МКЭ—МГЭ [14] и по предлагаемой методике, хоро-
шо согласуются между собой. 

Таблица 6 

Частота колебаний цилиндрического бака с водой, Гц,  
определенные тремя методами 

Тон ANSYS (Shell181, Fluid80) МКЭ–МГЭ [14] DARSYS 

1   6,410   8,414   8,441 

2 14,696 15,751 16,484 

3 19,503 20,700 21,026 

4 22,966 24,567 24,547 

5 25,680 27,834 27,485 
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Пример 4. Рассматривается тороидальный бак, наполовину за-
полненный водой, образующая окружность имеет радиус 0,5 м, внут-
ренний радиус 0,5 м, внешний — 1,5 м. Оболочка толщиной 0,02 м из 

изотропного материала с модулем упругости 72 10 Па, E  коэффи- 

циент Пуассона 0,3,   плотность 37850 кг/м .   Тор шарнирно за-
креплен по внешнему радиусу. Частоты и формы колебаний, рассчи-
танные в программе [14] (140 КЭ, 140 ГЭ вдоль меридиана), и по 
предлагаемой методике в программе DARSYS [30] (140 разбиений 
меридиана, 2,m  22),n  показаны на рис. 10. Частоты осесиммет-
ричных колебаний тороидального бака первых трех низких тонов для 
сравнения приведены в табл. 7. По ее данным видно, что частоты 
близки.  

 

Рис. 10. Формы трех низших тонов осесимметричных колебаний тора, полученные 
при расчете в программах МКЭ—МГЭ [14] (а) и DARSYS (б) 

 
Таблица 7 

Частоты колебаний тороидального бака с водой, Гц,  
вычисленные двумя способами, и разница между ними 

Тон МКЭ–МГЭ [14] DARSYS Разница, % 

1 0,5616 0,5480 2,42 

2 3,2617 3,2118 1,53 

3 3,9653 3,8970 1,72 

4 4,4991 4,4930 0,14 

5 5,2194 5,1741 0,87 

6 6,0651 5,9365 2,12 

 
Зависимости трех низших частот от числа разбиений меридиана, 

рассчитанные в DARSYS, приведены на рис. 11, на котором видно, 
что с ростом числа разбиений частоты стремятся к горизонтальным 
прямым без заметных осцилляций. 
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Рис. 11. Зависимости низших частот тороидального бака от дискретизации 
 
Заключение. Из общей системы уравнений движения оболочки, 

записанной для разрешающих функций в глобальной системе коорди-
нат, представлен вывод системы уравнений ортотропной осесиммет-
ричной оболочки, описывающих геометрически нелинейное динами-
ческое деформирование с учетом утонения/утолщения, поперечного 
сдвига и больших продольных деформаций. На основе этих уравнений 
путем линеаризации и вычитания исходного равновесного состояния 
формулируется линейная краевая задача на собственные значения,  
в результате решения которой вычисляются частоты и формы малых 
колебаний. Для описания малых движений идеальной несжимаемой 
жидкости используется потенциал перемещений, краевая задача для 
которого аппроксимируется с помощью конечных разностей на произ-
вольной нерегулярной сетке узлов. Весовые коэффициенты конечных 
разностей вычисляются с помощью сплайн интерполяции на основе 
полигармонических радиальных базисных функций. Составляется 
матричная обобщенная задача собственных значений, построенная на 
дискретизации МКР уравнений осесимметричной оболочки и краевой 
задачи для жидкости, которая решается численно. Разработанная ме-
тодика расчета внедрена в собственный программный комплекс для 
расчета стержневых систем DARSYS и протестирована на нескольких 
задачах. Показана сходимость рассчитываемых частот при увеличении 
числа разбиений меридиана оболочки для разных размеров трафарета 
МКР и двух степеней четной полигармонической РБФ. Предлагаемый 
подход к расчету частот гидроупругих колебаний осесимметричных 
ортотропных оболочек с помощью РБФ–МКР (RBF-FD) будет приме-
нен при расчете общего случая пространственных оболочек и пластин. 
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Кроме того, он обладает потенциалом развития для получения непо-
средственной оценки достигнутого решения и улучшения этого реше-
ния методом отложенной коррекции. 
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The paper proposes a technique for calculating dynamic deformation of the axisymmetric 
orthotropic shells of revolution shells based on solving differential equations by the finite 
difference method. In particular, it uses the polyharmonic radial basis functions to solve 
the adjoin problem of the tank insignificant oscillations with the ideal incompressible flu-
id generating the local finite difference weight coefficients on an arbitrary stencil of the 
computational domain nodal points. The axisymmetric shell meridian deformation is de-
scribed by a system of six differential motion equations obtained on the basis of general 
spatial equations for resolving functions in the global coordinate system. To describe ro-
tations, the final rotation vector (Eulerian vector) is used. Equations do not contain the 
initial curvature; they describe large rotations, displacements and deformations and take 
into account thinning/thickening and influence of the transverse shear in the thick shell 
deformation. The proposed technique is implemented in the proprietary DARSYS soft-
ware package. Oscillation frequencies of the liquid tanks are calculated using the pro-
posed technique and are compared with frequencies obtained by the other methods. To 
analyze convergence, the ANSYS system is used, as well as a program that implements 
the finite and boundary element methods. 
 
Keywords: tank hydroelastic oscillations, ideal incompressible fluid, displacement poten-
tial, radial basis functions, finite difference method (RBF–FD) 
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