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Рассмотрена задача обжатия радиального роликового подшипника на жесткое 
основание. Контакт роликов с кольцами подшипника учитывается традиционным 
образом по известной формуле Пальмгрена. Широкий контакт нагружающей 
штанги и внутреннего кольца исследован по теории И.Я. Штаермана. Для внешне-
го кольца принята расчетная схема криволинейного стержня. Удовлетворитель-
ного совпадения результатов расчета и эксперимента удается добиться только 
при учете поперечных сдвигов в уравнениях деформации внешнего кольца. Для 
определения количества роликов, контактирующих с кольцами, предварительно 
проведено моделирование методом конечных элементов. Показано, что нагрузоч-
ная характеристика, рассчитанная по разработанному алгоритму, мало отлича-
ется от нагрузочной характеристики, полученной в эксперименте. Разработанный 
алгоритм обладает высоким быстродействием при достаточной точности, по-
этому его можно рекомендовать к использованию в задачах роторной динамики.  
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Введение. Подшипниковые узлы являются важнейшими элемен-

тами современных машин и приборов [1–4]. При решении задач ро-
торной динамики вращающихся машин большое значение имеет зна-
ние упругих характеристик подшипниковых узлов. Методы расчета 
указанных характеристик, основанные на разбиении всех элементов 
подшипника (колец, роликов, сепаратора) на объемные конечные  
элементы, практически неприменимы в задачах роторной динамики 
из-за низкого быстродействия, но могут использоваться для контроля. 

Традиционно для расчета статической нагруженности и упругих 
свойств роликовых подшипников пользуются решением задачи тео-
рии упругости о контакте цилиндров с параллельными осями [5, 6]. 
Изгибные деформации колец при этом, как правило, не рассматрива-
ются. 

Цель данного исследования — построение алгоритма расчета 
упругой характеристики подшипника, обжатого на жесткое основа-
ние, учитывающего изгибные деформации колец и обладающего вы-
соким быстродействием при достаточной точности.  

Предметом исследования являлся радиальный роликовый под-
шипник качения 12309КМ (рис. 1), изготовленный из стали ШХ15, со 
следующими параметрами:  
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Внутренний диаметр d, мм ………………………………………. 45  

Наружный диаметр D, мм ………………………………………... 100  

Ширина B, мм …………………………………………………….. 25  

Длина ролика L, мм ………………………………………………. 14  

Диаметр ролика H, мм …………………………………………… 14  

Средний диаметр D0, мм …………………………………………. 73  

Диаметр борта наружного кольцаD1, мм ………………………. 81,4  

Диаметр борта внутреннего кольца d1, мм ……………………… 64  

Количество роликов n ……………………………………………. 12 

Модуль упругости первого рода E, МПа ……………………….. 2105  

Коэффициент Пуассона µ ……………………………………….. 0,3 

 

Рис. 1. Подшипник 12309КМ 
 
При расчете упругой характеристики учитывались следующие 

механические факторы:  
– изгиб внешнего кольца подшипника с учетом сдвиговых де-

формаций [7–9], рассчитываемый методами механики стержней; 
– контактные взаимодействия между роликами и кольцами под-

шипника, рассчитываемые по формуле Пальмгрена (Palmgren) [10, 11]; 
– контактное взаимодействие между внешним кольцом подшипника 

и нагружающей плитой, рассчитываемое по формуле Пальмгрена; 
– контактное взаимодействие между внутренним кольцом подшип-

ника и штангой, рассчитываемое по теории И.Я. Штаермана [12–14]. 
Эксперимент. Нагрузочная характеристика роликового подшип-

ника 12309КМ при действии радиальной нагрузки была определена  
в натурном эксперименте на универсальной испытательной машине 
Quasar 50 (рис. 2) [11, 15, 16].  

Подшипник нагружался жесткой плитой испытательной машины, 
действующей на наружное кольцо. Внутреннее кольцо фиксировалось 
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на жесткой штанге. Штангой являлся стальной цилиндр, плотно вхо-
дящий во внутреннее кольцо подшипника. Штанга опиралась на 
стальную вилку. Плотный контакт штанги и внутреннего кольца 
обеспечивал отсутствие его изгиба. Ролики располагались симмет-
рично — по шесть роликов с каждой стороны. Измерялись переме-
щения нагружающей плиты. 

Полученные данные аппроксимировались степенными зависимос- 
тями методом наименьших квадратов (рис. 3) [16].  

  

Рис. 2. Постановка эксперимента  
по определению нагрузочной характе-
ристики роликового подшипника [16]: 

1 — нагружающая плита; 2 — радиальный 
роликовый подшипник качения; 3 — штанга;  

4 — стальная вилка 

Рис. 3. Экспериментальная упругая  
характеристика [16]: 

F — нагрузка, Н; w — перемещение нагру-
жающей плиты испытательной машины, 
мкм 

 
Для наблюдения за изгибом наружного кольца применялся метод 

тензометрии, при этом тензорезистор был размещен в области, при-
легающей к месту приложения нагрузки (рис. 4). Тензометрия пока-
зала, что наружное кольцо существенно деформируется. 

 

Рис. 4. Тензорезистор (1) на наружном кольце подшипника (2) [16] 
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Оценка количества роликов, контактирующих с кольцами. 
Для построения методики полуаналитического расчета упругой ха-
рактеристики подшипника необходимо знание количества роликов, 
вступивших в контакт. Вполне достаточно сделать предположение  
о том, какое количество роликов находится в контакте, и проверить 
его после завершения расчета. Так как ролики располагаются сим-
метрично относительно плоскости симметрии, то в контакт могут 
вступить два, четыре или шесть роликов. Каждый из этих случаев 
требуется рассмотреть отдельно. Очевидно, что на практике реа-
лизуется только один из трех возможных случаев. 

Для сокращения объема вычислений и выявления количества ро-
ликов, вступивших в контакт, была сформирована конечно-элементная 
модель подшипника (рис. 5) в среде ANSYS Workbench 2021 R1 [17]. 
Модель представляет собой ансамбль двумерных конечных элемен-
тов PLANE, имитирующих кольца подшипника, ролики, сепаратор, 
штангу и нагружающую плиту. Для имитации абсолютно жестких 
тел задавался модуль упругости сепаратора, штанги и нагружающей 
плиты, увеличенный в 10 000 раз. Поверхность штанги была жестко 
закреплена. Для имитации внешней сжимающей силы к нагружаю-
щей плите прикладывалась распределенная нагрузка. С учетом сим-
метрии рассматривалась только половина конструкции. Задача реша-
лась в двумерной постановке (плоское напряженное состояние). 
Расчет показал, что в контакт вступают две пары роликов, но основ-
ная часть нагрузки (более 90 %) приходится на верхнюю пару роли-
ков. Поэтому было принято решение в полуаналитическом расчете 
учитывать только верхнюю пару роликов.  

 

Рис. 5. Конечно-элементная модель экспериментальной установки 
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Полуаналитический расчет упругой характеристики под-
шипника. Для определения упругой характеристики подшипника 
использовалась схема, изображенная на рис. 6. Для удобства задача 
решалась в обращенной постановке, т. е. плита была жестко закреп-
лена, а нагрузка прикладывалась к штанге. С учетом данных о пове-
дении КЭ-модели подшипника было принято, что в контакт вступают 
только два симметрично расположенных ролика. Наружное кольцо 
подшипника может изгибаться. Изгиб внутреннего кольца исключен, 
так как оно плотно прилегает к жесткой штанге. 

 

Рис. 6. Расчетная схема для определения  
упругой характеристики подшипника 

 
В конструкции, показанной на рис. 6, присутствуют несколько 

зон контактного взаимодействия: в окрестностях точек В, Б и Д реа-
лизуется узкий контакт, в окрестности точки Г — широкий. При уз-
ком контакте размер зоны контакта мал по сравнению с габаритами 
контактирующих деталей, при широком — размер зоны контакта со-
поставим с габаритами деталей. 

Сближение тел при узком контакте определяется формулой 
Пальмгрена [10, 11], полученной при экспериментальном исследова-
нии обжатия роликов: 

2 2 0,9
1 2

В Д 0,8
1 2

1 μ 1 μ
δ δ 3,81 ;

π π

,
2cos

  
    

 


P

P

E E l

F
P

                         (1) 

где δВ, δД — сближение ролика и колец в точках В и Д, мм; µ1,2 — ко-
эффициенты Пуассона; индексы 1 и 2 обозначают контактирующие 
тела (1 — ролик, 2 — кольцо); E1,2 — модули упругости первого рода, 
МПа; P — нагрузка на ролик, Н; l — длина ролика, мм; P — угловая 
координата точки приложения силы (P = 15, см. рис. 6).  
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Для рассмотрения контакта в точке Б достаточно учесть, что ма-
териал деталей один и тот же (E1 = E2 = E, 1 = 2 = ) и заменить 
в выражении (1) длину ролика на ширину кольца:  

 2 0,9

Б 0,8

1 μ
7,62

π


 

F

EB
,                                       (2) 

где Б — сближение наружного кольца и жесткой плиты, мм; F — 
нагрузка на штангу (см. рис. 6), Н; B — ширина колец подшипника, мм. 

Сближение деталей в зоне контакта внутреннего кольца и штанги 
(точка Г) вычислялось с помощью теории широкого контакта Шта-
ермана [14]. При этом границы пятна контакта (рис. 7) задавались  
в соответствии с алгоритмом, изложенным в [12, 13]: 

      

 

 
 

 

0

0 0

2
1 2 1 2

0

2
1

0 0

2 1 μ 1 2μ 1 μ
;

π 2

2 ln tg cos d ;
2

4 1 μ
2 sin d ,

π



 

    
 

         


     



 

Sht

U r r V r r
u

E E

U p

r
V p d p

E

             (3) 

где uSht — сближение контактирующих тел; µ — коэффициент Пуас-
сона; r1 — радиус штанги (рис. 7); r2 — радиус внутреннего кольца, 
r2 = d1/2; E — модуль упругости первого рода; φ0 — угловая граница 
пятна контакта; φ — угловая координата. 

 

Рис. 7. Контактное давление, действующее на штангу  
со стороны внутреннего кольца подшипника 
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Для упрощения расчетов была использована приближенная фор-
мула распределения контактного давления, приведенная в [12]: 

  1 3
0 0

3
cos cos ,

2 2

    
         

p a a                              (4) 

где a1, a3 — эмпирические коэффициенты. 
Для определения податливости наружного кольца в местах контакта 

с роликами рассматривалась задача о нагружении половины кольца со-
средоточенной силой P (рис. 8). Использовалась система дифференци-
альных уравнений механики криволинейных стержней [18], дополнен-
ная следующими формулами учета поперечных сдвигов:  

1 0;

0;

;

0;

;

,

   

   

 


  


   

 




n

dN Q
q

ds R
dQ N

q
ds R

dM
Q

ds
dv w

ds R
dw v kQ

ds R GA
d M

ds EJ

                                          (5) 

где N, Q, M — силовые факторы; s — дуговая координата; R — сред-
ний радиус кольца; q1, qn — внешние распределенные нагрузки; v,  
w — перемещения (см. рис. 8);   — поворот; k — коэффициент уче-
та неравномерности распределения касательных напряжений, k = 6/5; 
G — модуль упругости второго рода; A — площадь сечения; E — мо-
дуль упругости первого рода; J — момент инерции сечения [8]. 

Для системы (5) была решена краевая задача с граничными усло-
виями, показанными на рис. 8. Распределенные нагрузки в системе (5) 
были заданы следующим образом: 

  1 22
0;   ,

1
 

   
n

P

a
q q P

a s R
                           (6) 

где a — большое число с размерностью м–1.  
В формуле (6) множителем при силе P является непрерывный 

аналог дельта-функции Дирака, предложенный в [18]. 
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Рис. 8. Схема нагружения для определения податливости  
наружного кольца подшипника 

 
Численное решение линейной краевой задачи для системы диф-

ференциальных уравнений (5) было получено с помощью процедуры 
NDSolve из компьютерного пакета Wolfram Mathematica. В результа-
те были определены функции N(s), Q(s), M(s), v(s), w(s), (s). 
По найденному перемещению wД определялась податливость кольца 
в точке приложения силы: 

Д
11 , 

w

P
 

где wД — поперечное перемещение точки Д. 
Для контроля полученного значения вычислялся интеграл Мора 

M 1 1 1 1
11

0

     
 

R M M kQ Q
ds

EJ GА
, 

где М1, Q1 — функции силовых факторов от единичной силы, прило-
женной в точке Д. 

В итоге получили следующие значения податливости: 

δ11 = 5,1476910–9 м/Н; 

δ11
М = 5,1479110–9 м/Н. 

Два способа вычисления податливости приводят практически  
к одинаковым результатам, расхождение не превышает 0,005 %. По-
скольку податливым является не только кольцо, но и ролик, для вы-
числения результирующего перемещения в точке В необходимо учи-
тывать еще и поджатие ролика с двух сторон: 

B B Д 11δ .    w P  
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Перемещение точки А является комбинацией трех составляющих: 

B
А Б ,

cos
   

 Sht
P

w
u u  

где uA — вертикальное перемещение штанги. 
Итоговая упругая характеристика подшипника при обжатии на 

жесткое основание представлена на рис. 9, где также показан вклад 
отдельных составляющих результирующего перемещения. Из рисун-
ка следует, что наибольший вклад вносят перемещения, вызванные 
изгибом кольца с учетом сдвиговых деформаций, и перемещения, 
вызванные обжатием ролика.  

 

Рис. 9. Упругая характеристика подшипника и ее составляющие: 

 — обжатие ролика;  — изгиб с учетом сдвигов;  — контакт внутрен-
него кольца со штангой;  — контакт внешнего кольца с плитой;  — сум-

марные перемещения 

 
Упругая характеристика, показанная на рис. 10, заметно отличается 

от экспериментальной (см. рис. 3). Например, при нагрузке F = 5000 Н  
в эксперименте получается 54 мкм, а в расчете — 32 мкм. Гипотетиче-
ски отмеченное различие связано с деформациями в местах контакта 
штанги и вилки (см. рис. 2). Для проверки этого предположения до-
полнительно был учтен контакт между штангой и вилкой. Штанга, на 
которой закреплен подшипник (см. рис. 2), контактирует с вилкой под 
углом 45° к вертикальной оси. Полное перемещение w нагружающей 
плиты испытательной машины будет складываться из найденного вы-
ше перемещения uA и дополнительного перемещения, возникающего 
за счет деформаций в контакте между штангой и вилкой: 
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где w — полное перемещение верхней плиты; ш — сближение вилки 
и штанги по нормали к контактной поверхности, мм;  — наклон 
контактной поверхности,  = 45; Fш — контактная сила, Н; Hш — 
ширина площадки контакта вилки и штанги, Hш = 10 мм.  

 

Рис. 10. Расчетная и экспериментальная упругие характеристики: 
 — суммарные перемещения;  — экспериментальные данные 

 
В результате получилась упругая характеристика, которая при 

некотором смещении экспериментальной кривой вдоль оси переме-
щений гораздо лучше соответствует экспериментальным данным (см. 
рис. 10). 

Различия между экспериментальной и расчетной упругими ха-
рактеристиками (см. рис. 10) можно объяснить тем, что при проведе-
нии испытания между деталями испытательной машины идет выбор 
зазоров и выдавливание масла. Возможно также влияние трения, ко-
торое при расчете не учитывалось. Наклоны кривых на рис. 10, по 
которым и определяется жесткость для дальнейшего использования  
в задачах роторной динамики, достаточно близки друг к другу. 

Заключение. В работе показано, что при расчете подшипника, 
обжимаемого на плоскость, обязательно должны учитываться сдвиго-
вые деформации наружного кольца. Полученные на основе сочетания 
решений уравнений механики стержней и нескольких контактных  
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задач результаты хорошо подтверждаются экспериментом. Это поз-
воляет рекомендовать разработанный метод, при котором учитыва-
ются поперечные сдвиги колец, для оценки радиальной податливости 
слабо закрепленных подшипников. 
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Transverse shifting influence on contact forces and  
load characteristics of the radial roller bearing 
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Bauman Moscow State Technical University,  
Moscow, 105005, Russian Federation 

 
The paper considers a problem of compressing a radial roller bearing onto the rigid 
base. The contact between the rollers and the bearing rings is accounted for in the tradi-
tional way using the well-known Palmgren formula. The loading rod and the inner ring 
wide contact is studied according to the I.Ya. Shtaerman theory. The curved rod design 
diagram is adopted for the outer ring. Satisfactory agreement between the calculation 
and experiment results could be achieved only when considering transverse shears in the 
outer ring deformation equations. To determine the number of rollers in contact with the 
rings, the finite element simulation is first carried out. The paper shows that the load 
characteristic was calculated using the developed algorithm and differed insignificantly 
from those obtained in the experiment. The developed algorithm provides high perfor-
mance with sufficient accuracy; therefore, it is recommended for use in solving the rotor 
dynamics problems. 
 
Keywords: bearing, elastic characteristic, curved rod, shear deformation, wide contact 
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