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Построено новое замкнутое решение несвязанной неосесимметричной задачи 
термоэлектроупругости для длинного полого пьезокерамического цилиндра в слу-
чае нестационарного изменения температуры на его внутренней поверхности  
с учетом конвективного теплообмена между внешней поверхностью и окружаю-
щей средой. Цилиндрические поверхности электродированы и подключены к изме-
рительному прибору с большим входным сопротивлением (режим холостого хода), 
а внутренняя поверхность заземлена. Нестационарное уравнение теплопроводно-
сти Фурье — Кирхгофа рассмотрено без учета влияния изменения размеров тела и 
электрического поля на температурное поле. Замкнутое решение задачи тепло-
проводности построено методом конечных интегральных преобразований (КИП). 
Квазистатическая связанная задача электроупругости при определенном темпе-
ратурном поле решена без учета инерционных свойств цилиндра методом КИП. 
Полученные расчетные соотношения позволили определить температурное поле, 
напряженно-деформированное состояние, а также электрическое поле в длинном 
пьезокерамическом цилиндре при нестационарном неосесимметричном воздей-
ствии в виде функции изменения температуры. Численный анализ результатов 
позволил определить толщину стенки цилиндра и область изменения температур-
ного воздействия, при которых возможно наиболее эффективное преобразование 
деформаций в электрический импульс. 
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турное поле, конечные интегральные преобразования 

 

Введение. Для описания работы и повышения функциональных 
возможностей тепловых пьезокерамических датчиков [1–4], принцип 
действия которых основан на взаимном влиянии термоэлектроупру-
гих полей, используются различные математические теории [5–7]. 
Для более точного учета эффекта связанности полей возникает необ-
ходимость использовать методы, позволяющие получить замкнутое 
решение. При этом для преодоления математических трудностей при 
интегрировании исходной системы несамосопряженных дифференци-
альных уравнений рассматриваются, как правило, осесимметричные 
задачи. Здесь можно отметить связанные и несвязанные задачи термо-
электроупругости для градиентно-неоднородного пьезокерамического 
слоя [8, 9], длинного цилиндра [10–23] и полой сферы [21, 24]. 



Д.А. Шляхин, В.А. Юрин 

2                                            Инженерный журнал: наука и инновации   # 7·2023 

 

 

Рис. 1. Расчетная схема 

В неосесимметричной постановке можно отметить очень ограни-
ченный круг статических задач термоэлектроупругости. Так, несвя-
занные задачи для функционально-градиентного пьезокерамического 
длинного цилиндра исследуются в статьях [17, 19, 21, 22]. При этом 
его электродное покрытие замкнуто между внешней и внутренней 
поверхностями, что позволяет судить об осесимметричном измене-
нии электрического поля. В исследованиях [23, 24] анализируется 
распространение температурных, электрических и упругих полей  
в сплошном цилиндре, подверженном температурно-механическому 
воздействию. 

Цель настоящей работы — построение замкнутого решения не-
связанной неосесимметричной задачи термоэлектроупругости для 
длинного пьезокерамического цилиндра в случае удовлетворения 
на его поверхностях граничных условий 1-го и 3-го родов. Рассмат-
ривается случай, когда скорость изменения действующей температу-
ры не оказывает влияния на инерционные характеристики упругой 
системы, что позволяет включить в исходные линейные расчетные 
соотношения уравнения равновесия, электростатики и теплопровод-
ности. Замкнутое решение строится методом конечных интегральных 
преобразований. 

Постановка задачи. Пусть полый, не закрепленный в радиаль-
ной плоскости длинный пьезокерамический цилиндр (рис. 1) занима-
ет в цилиндрической системе координат * *)( ,  ,  r z  область

      * * * *,  ,  | ;  ,   0;  2 ,  .r z r a b z        На внутренней ци-

линдрической поверхности *( )ar   рассматривается неосесиммет-
ричное нестационарное воздействие в виде функции изменения тем-

пературы 1 *( ,  )t   — граничное 
условие 1-го рода, а на внешней 
поверхности *( )br   задан закон 
конвективного теплообмена (гра-
ничное условие 3-го рода) и из-
вестна температура окружающей 
среды .  Цилиндрические по-
верхности электродированы и под-
ключены к измерительному прибо-
ру с большим входным сопротив-
лением (режим холостого хода), 
внутренняя поверхность заземлена. 

Разрабатываемое в данной ра-
боте замкнутое решение задачи 
позволит установить зависимость 
между интенсивностью темпера-
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турного воздействия на внутреннюю поверхность полого пьезокера-
мического цилиндра и величиной индуцируемого электрического им-
пульса. Данная зависимость позволяет описать работу температурного 
электроупругого преобразователя. 

В данном случае математическая формулировка задачи в безраз-
мерной форме включает в себя дифференциальные уравнения равнове-
сия, электростатики, теплопроводности, а также граничные условия для 
пьезокерамического материала с гексагональной кристаллической ре-
шеткой класса 6mm при его радиальной поляризации [25, 26]: 
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 13 12 12 13
1

( ) 0;
V

L a U a a
t r r

   
           

                (2) 

,1r R : 3 0;
U a V

U
r r r

   
         

 

 

14
1 1

0;
V V U

a
r r r r

  
   

  
                            (3) 

 | 0r R  ,  8 9 9 11
| 1

1
0;

r

U U V
a a a a

r r r r 

   
          

         (4) 

 | 1r R   , 15 15
| 1r

a a
r 

      
;                         (5) 

1,m   :    | 0 | 2
, , , , , ,

m
U V U V       ,  

   
| 0 | 2

, , , , , ,

m

U V U V

  

     


 
;                    (6) 

 0t  : 0U V      ,                              (7) 

где 
2

1
1 22 2 2

1
,

a
a

r r r
L  

  
 

     1 2
2 2 3

1
,

a a
a a

r r r
L

  
     

2
4 5

3 2 2
,

a a
L

r r r r

  
   

  
 6

4 ,
a

L
r

   1
5 2 3

1
,

a
L a a

r r r

        
 



Д.А. Шляхин, В.А. Юрин 

4                                            Инженерный журнал: наука и инновации   # 7·2023 

2
1 2

6 2 2 2 2
,

a a
L

r r r
a  

   
 

 7 4 5
1

,L a a
r r

       
 8 6

1
,L a

r


 


 

2
9 10

9 8 2 2
,

a a
L a

r r r r

  
   

  
   10

10 10 9
1

,
a

L a a
r r r

       
 

2
7

11 2 2
,

a
L

r r

 
  

 
 12 11 ,L a   

2

13 2 2

1
;L

r r

 
  

 
 *2

;t t
kb


  

1
;

r r


  


    * *

*, , , , , , ,U V r R U V r a b  33 *

33

,
e

bc
    

   33 *
1 0 1 0 0

33

, , , , ;T T T
c

 
           11

1
33

,
c

a
c

  44
2

33

,
c

a
c

  13
3

33

,
c

a
c

  

31
4

33

,
e

a
e

  15
5

33

,
e

a
e

  11
6

33

,a





 11
7

33

,a





 
2
33

8
33 33

,
e

a
c




 31 33
9

33 33

,
e e

a
c




 

15 33
10

33 33

,
e e

a
c




 33 3
11

33 33

,
e g

a 
 

 
2
33

12 0
33

,a T
c k


  33 3

13 0
33

,
g

a T
ke


  5

14
2

,
a

a
a

  

15 .
b

a  


 

Здесь  *
* *, , ,U r t   *

* *, , ,V r t   *
* *, , ,r t    *

* *, ,r t   — радиаль-

ная и угловая компоненты вектора перемещений, потенциал электри-
ческого поля и температура тела в размерной форме;  0Т r  — тем-

пература первоначального состояния тела, при которой отсутствуют 
механические напряжения; msc , mse , 11 , 33  — модули упругости, 
пьезомодули и коэффициенты диэлектрической проницаемости пьезо-

керамического материала, где  , 1,5m s  ; 11 11 tc   , 33 33 tc    — 

компоненты тензора температурных напряжений; t  — коэффициент 

линейного температурного расширения материала; 3g  — компонента 
тензора пирокоэффициентов;   — коэффициент теплоотдачи. 

Расчетные соотношения (3)–(5) учитывают отсутствие механиче-
ских напряжений на цилиндрических поверхностях, их подключение 
к измерительному прибору, заземление внутренней поверхности,  
а также граничные условия теплопроводности. Соотношения (6) яв-
ляются условиями периодичности для круговой области. В началь-
ный момент времени цилиндр находится в недеформированном со-
стоянии, а его температурное поле определяется температурой 
первоначального состояния  0Т r . 

При заземлении внутренней поверхности пьезокерамического 
цилиндра напряжение холостого хода  t  определяется потенциа-

лом электрического поля на его внешней поверхности: 
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Проблема решения несамосопряженной системы дифференци-
альных уравнений (1), (2) приводит к исследованию рассматриваемой 
задачи в несвязанной постановке. 

На первом этапе решается уравнение теплопроводности с соот-
ветствующими граничными условиями без учета изменения объема 

тела 0,  0
V

U
 
    

 и электрического поля 0 .
r

   
 На следу-

ющем этапе рассматривается связанная задача электроупругости 
с учетом известного температурного поля  , ,r t  . 

Решение задачи теплопроводности. Нестационарная задача 
теплопроводности — уравнение (2) и соответствующие граничные 
условия (5) — решается методом неполного разделения переменных 
в виде конечного косинус-преобразования Фурье [27] с использова-
нием трансформанты: 
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и формулы обращения 
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Алгоритм преобразования, с учетом условий периодичности ре-
шения (6), позволяет получить в пространстве изображений начально-
краевую задачу: 
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На следующем этапе решения выполняется процедура стандарти-
зации, связанная с приведением неоднородных краевых условий (12) 
к однородным, с помощью следующего разложения: 
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где  1f r ,  2f r  — дважды дифференцируемые функции, причем: 
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Подстановка выражения (14) в (11)–(13) при выполнении усло-
вий (15) позволяет получить начально-краевую задачу относительно 
функции HT  с однородными граничными условиями: 
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При решении задачи (16)–(18) применяется структурный алго-
ритм обобщенного КИП [28]. Для этого на сегменте  ,1R  вводится 

КИП с неизвестной вектор-функцией преобразования  , :inK r  
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и формула обращения 

       2

1

, , , , ,H in in in
i

T r n t G n t K r K





   ,                 (20) 

где  
1

2 2
,in in

R

K K r rdr  , in  — собственные значения, образую-

щие счетное множество. 
В результате формируется задача для трансформанты  , ,inG n t : 

 2in
in in H

dG
G F

dt
    ;                               (21) 
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 0t  : 0inG G                                               (22) 

и функции ядра преобразований  , :inK r  

 
2

2 2
2 2

1
0in

d K dK K
n K

dr r dr r
     ;                       (23) 

 ,1r R : | 0r RK   , 15
| 1

0
r

dK
a K

dr 

   
 

,             (24) 

где 
1

H

R

F FKrdr  , 
1

0 0H

R

G T Krdr  . 

Общие интегралы уравнений (21), (23) с учетом начальных (22) и 
краевых (24) условий имеют вид 

        2 2
0

0

, , exp , , exp ;
t

in in H in inG n t G t F n t d                 (25) 

          ,in n in n in n in n inK r Y R J r J R Y r       ,            (26) 

где nJ , nY  — функции Бесселя 1-го и 2-го родов порядка n  [29]. 
Трансцендентное уравнение для определения собственных значе-

ний in  записывается следующим образом: 

 
       

       

15 1

15 1 0.

n in n in in n in

n in n in in n in

Y R n a J J

J R n a Y Y





        

         
                

(27) 

Окончательно  , ,r t   определяется путем применения к транс-

форманте (25) формул обращения (20) и (10) с учетом разложения (14): 

 

       

   

1 1 2
0

2

1

, , ,

 ( , , ) , cos .

n H H
n

in in in
i

r t f r n t f r

G n t K r K n d











       




    




                
(28) 

Функции  1 ,f r   2f r  определяются при решении дифференци-

альных уравнений вида 
   2

2
0p pdf r f r

n
dr r

    при ( 1, 2),p   что 
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позволяет существенно упростить правую часть расчетного соотно-
шения (16). 

Решение задачи электроупругости. Неосесимметричная квази-
статическая задача электроупругости — расчетные соотношения (1), 
(3), (4) относительно функций  , ,U r t ,  , ,V r t ,  , ,r t   — ре-

шается при использовании конечных косинус- и синус-преобразо-
вания Фурье [27] и введении трансформант 

            
2

0

, , , , , , , , , , cosH HU r n t r n t U r t r t n d


       ,     (29) 

      
2

0

, , , , sinHV r n t V r t n d


    ,                      (30) 

а также формул обращения 

            
0

, , , , , , , , , , cos ,n H H
n

U r t r t U r n t r n t n d




           (31) 

      1

1

, , , , sinH
n

V r t V r n t n d






     ,                    (32) 

причем ( 0:n     1
2 ;n

    0:n   1
n

   ). 

Применение в пространстве изображений алгоритма преобразо-
вания с учетом условий периодичности решения (6) приводит  
к формированию следующей краевой задачи: 

        1 2 3 4
   

n H n H n H n HU VL L L L         , 0, 4,8n  ;    (33) 

,1:r R  3 3 ,H H H H
H

U U V
a a n

r r r r

 
    

 
 

14 0,H H H HV V U
n a n

r r r r

 
   

  
            (34) 

| 0H r R  , 8 9 9 11 H
| 1

H H H H

r

U U V
a a a n a

r r r r 

           
, 

где 
 2

1 2
1 2

, a a n

r r
L


 


     2 1

2 3 2 , a an
a a

r r r
L

 
    
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 6
4 , a

L
r

    
2

4 5
3 2

, a a n
L

r r r r

 
   

 
 1

5 2 3 , n a
L a a

r r r

       
 

 2
1 2

6 2 2
, a n a

L
r r

a


  


 7 4 5 , n
L a a

r r

      
 8 6 , n
L a

r
  

9 10 2
9 8 2

, a a n
L a

r r r r

 
   

 
   10

10 10 9 , n a
L a a

r r r

     
 

2
7

11 2
, a n

L
r r


  


 12 11 ;L a        

2

0

, , , , cos .H r n t r t n d


       

Для определенности, связанной с численной реализацией постро-
енного решения краевой задачи (33), (34), принимается линейная зави-
симость изменения температурного поля по радиальной координате: 

        1 2, ,H r n t N n r N n E t     ,                    (35) 

где  1N n ,  2N n ,  E t  — составляющие температурного поля по 

соответствующей переменной. 
В общем случае решение системы (33)–(34) записывается следу-

ющим образом: 

      
6

1
1

, , , ,pm
H pn pn H

p

U r n t E t D A r U r n t


  ,              (36) 

      
6

1

, , , ,pm
H pn H

p

V r n t E t D r V r n t


  ,                   (37) 

      
6

2
1

, , , ,pm
H pn pn H

p

r n t E t D A r r n t


    ,               (38) 

где 2 6 3 5
1

2 4 1 5

,pn pn pn pn
pn

pn pn pn pn

b b b b
A

b b b b





   3 4 1 6

2
2 4 1 5

;pn pn pn pn
pn

pn pn pn pn

b b b b
A

b b b b





 

2 2
1 1 2 ,pn pb m a a n      2 2

2 4 5 ,pn p pb m a m a n    

 3 1 2 2 3 ,pn pb a a a a m n         2 2
4 8 9 10 ,pn p pb a m a m a n    

2 2
5 7 ,pn pb a n m    6 10 9 10 ;pn pb a a a m n      1m … 6m  — корни би-

кубического уравнения    3 22 2 2
1 2 3 0m e m e m e    ; 1e , 2e , 3e  — 

различные комбинации коэффициентов 1a … 11a ;    , ,H H HU V E t   
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   2
1 3 5 2 4 6, , , , ;F F F r F F F r   1F … 6F  — составляющие решения не-

однородного уравнения. 
Постоянные интегрирования 1nD … 6nD  определяются в результа-

те подстановки (36)–(38) в граничные условия (34). 
Численный анализ результатов. В качестве примера рассмат-

ривается длинный полый цилиндр ( 0,02b   м, 0,005a   м) с коэффи-
циентом теплоотдачи между цилиндрической поверхностью и окружа-
ющей воздушной средой (естественная конвекция) 5,6   Вт/(м2  K),  
изготовленный из радиально поляризованной пьезокерамики состава 
PZT-4, имеющей следующие физико-механические характеристики 
[26, 30]:     10

11 13 33 44, , , 13,9;7, 43;11,5;2,56 10c c c c    Па,  11 33,    

  96, 45;5,62 10   Ф/м,    15 31 33, , 12,7; 5, 2;15,1e e e    Кл/м2, 

7600   кг/м3, 63 10k    Дж/(м3  K), 1,6   Вт/(м  K), 50,4 10t
    K–1, 

6
3 0,6 10g    Kл/(м2  K). 

 

 
 

Рис. 2. Участок изменения темпера-
туры на внутренней поверхности 

 
Рассматривается изменение температуры на внутренней поверх-

ности цилиндра (рис. 2) в виде зависимости, позволяющей проанали-
зировать работу электроупругой системы как при стационарном, так 
и при нестационарном температурном режиме на внутренней по-
верхности цилиндра: 

 

   1

0

, 2
2 2

 2 ,
2 2

t Y t H H

T H H


 

                        

                     
                 

(39) 
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где      max max max
max

sin ;
2

Y t T t H t t H t t
t

 
   

  
     

  
   — уча-

сток, на котором происходит изменение температуры  ;Y t   H t  — 

единичная функция Хэвисайда ( 0:t     1;H t   0:t     0H t  ); 

maxT , maxt  — максимальное значение функции внешнего темпера-
турного воздействия и соответствующее ему время в размерной фор-
ме ( max 373T  K (100  °C); 0 293T  K ( 20  °C); max 1t   с). 

Температура окружающей среды   равна температуре первона-
чального состояния тела  0 0Т r Т  , т. е. 0  . 

Графики изменения температуры  *
* *,0,r t  по радиальной коор-

динате в различные моменты времени представлены на рис. 3. 
 

 
 

Рис. 3. Графики изменения температуры по радиальной координате: 

    —  2 ;        — ;     1 — max40 ;t t    2 — max100t t   

 
Результаты расчета позволяют сделать вывод, что в процессе про-

грева величина участка, на котором изменяется температура, 
не оказывает влияния на температуру  *

* *,0,r t  в стенке цилиндра. 

Однако при установившемся режиме ( max100t t  ) разница наблю-
дается, и увеличение участка приводит к повышению температуры 
в материале. 

Графики изменения радиальной и тангенциальной компонент 
векторов перемещения и потенциала электрического поля по угловой 
координате в различные моменты времени показаны на рис. 4, 5. 

Анализ результатов позволяет сделать следующие выводы: на 
первом этапе изменения температурного поля maxt t   отмечается 
сложный процесс деформирования цилиндра и изменение электриче-
ского поля; при установившемся температурном режиме max100t t   
увеличение  внутреннего и  внешнего радиусов  цилиндра в  основном  
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а 

 

 
б 

 
Рис. 4. Изменение радиальной (а) и тангенциальной (б) компонент вектора  

перемещений по угловой координате: 

  — 1;r      —  ;r R  1 — max ;t t   2 — max100t t   

 

 

 
 

Рис. 5. Изменение вектора электрического поля по угловой  
координате при 1:r   

1 — max ;t t   2 — max100t t   
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происходит в зоне изменения температуры (см. рис. 3; 4, а), а танген-
циальные перемещения имеют наибольшие абсолютные значения на 

границе действия нагрузки при 4     (см. рис. 3; 4, б); увеличе-
ние толщины стенки цилиндра в зоне изменения температуры при 

max100t t   приводит к образованию в данной области наибольшей 
величины электрического потенциала (см. рис. 5). 

Зависимости  t t   для различных участков загружения и тол-

щин стенки цилиндра представлены на рис. 6 и 7. Результаты расчета 
показывают, что увеличение области температурного «загружения» и 
толщины электроупругого элемента приводят к росту перемещений, 
что позволяет повысить величину индуцируемого электрического 
сигнала. 

 

 
 

Рис. 6. Изменение напряжения в стенке цилиндра по времени  
при 0,8:R   

 — ;
2


      —     

 

 
 

Рис. 7. Изменение напряжения в стенке цилиндра по времени при :
2


   

1 — 0,8;R   2 — 0, 5R   
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Заключение. Построенное замкнутое решение позволяет точно 
определить температурное поле, а также напряженно-деформиро-
ванное состояние и электрическое поле при установившемся режиме 
температурного воздействия. При нестационарном режиме результа-
ты получены с некоторой погрешностью за счет использования гипо-
тезы о линейном распределении температурного поля. В этом случае, 
как показывают аналогичные исследования в осесимметричной по-
становке [14, 31], разница между точным замкнутым решением и 
приближенным с учетом принятого допущения о линейности распре-
деления температуры достигает 30 %. Использование нелинейной 
функции изменения температурного поля в дальнейшем позволит 
уточнить расчет в рамках разработанного алгоритма решения. 
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Non-axisymmetric non-stationary problem  
of thermoelectroelasticity for a long piezo-ceramic cylinder 

© D.A. Shlyakhin, V.A. Yurin 

Samara State Technical University, Samara, 443100, Russia 

A new closed solution to the uncoupled non-axisymmetric problem of thermoelectroelas-
ticity was constructed for a long hollow piezo-ceramic cylinder for the case of non-
stationary temperature alteration on its inner surface, taking into account the convective 
heat transfer between the outer surface and the environment. Cylindrical surfaces were 
electroded and connected to a measurement device with large input resistance (idle 
mode), while the internal surface was grounded. The Fourier—Kirchhoff non-stationary 
heat conduction equation was considered without taking into account the influence of al-
teration in the body dimensions and the electric field on the temperature field. The closed 
solution to the heat conduction problem was constructed by the finite integral transfor-
mations (FIT) method. The quasi-static coupled electroelasticity problem at a certain 
temperature field was solved without taking into account the cylinder inertial properties 
by the FIT method. The calculated relations obtained made it possible to determine the 
temperature field, the stress-strain state, as well as the electric field in the long piezo-
ceramic cylinder under non-stationary non-axisymmetric action in the form of a function 
of the temperature alteration. Numerical analysis of the results made it possible to de-
termine the cylinder wall thickness and the region of the temperature effect alteration, 
where deformation could most efficiently transform into the electrical pulse. 
 
Keywords: thermoelectroelasticity problem, non-axisymmetric temperature field, finite 
integral transformations 
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