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Одним из важнейших видов исследования динамических свойств упругих систем 
является модальный анализ. С его помощью исследованы собственные частоты 
и формы колебаний модели крыла в виде плоского стержня переменной геометрии, 
близкой к геометрии реального крыла, в потоке воздуха с нулевым углом атаки. 
Влияние набегающего потока воздуха учитывается посредством внутренних сило-
вых факторов, появляющихся под действием лобовой аэродинамической силы со 
стороны потока. Приращения аэродинамических сил и моментов, возникающих 
при малых колебаниях модели, не учитываются, т. е. не происходит «подкачки» 
энергии при малых колебаниях со стороны потока воздуха, и задача решается 
в консервативной постановке. Численно определены первые три частоты соб-
ственных колебаний и соответствующие им формы. Показано, что все они явля-
ются чисто изгибными. Исследована зависимость поведения первых трех частот 
от скорости набегающего потока. 
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Введение. Известно [1], что колебательные свойства в значи-
тельной степени влияют на эффективность применения летательного 
аппарата (ЛА), надежность и безопасность полета. Спектр собствен-
ных частот и форм колебаний конструкции ЛА устанавливают расче-
том и экспериментом. Результаты определения собственных частот 
и форм колебаний служат основой для анализа динамических свойств 
ЛА. Натурные (экспериментальные) методы исследования колебаний 
элементов ЛА в аэродинамических трубах, на вибростендах и с при-
влечением иного испытательного оборудования являются самыми 
точными и надежными. Однако такие исследования крайне трудоем-
ки, достаточно длительны и дорогостоящи, для их проведения требу-
ется привлекать большое число специалистов и применять специали-
зированное оборудование. В связи с этим в последнее время 
благодаря развитию вычислительной техники и повышению ее быст-
родействия появилась возможность численного исследования боль-
шинства физических явлений, происходящих с элементами ЛА. Ма-
тематическое моделирование таких процессов позволяет быстро и 
с относительно низкими затратами исследовать различные варианты 
элементов ЛА, в том числе геометрию и материалы этих элементов, 
свойства внешней среды и т.д. 
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Исследованию собственных частот и форм колебаний уделено 
большое внимание в современной как научной, так учебно-методи- 
ческой литературе. В частности, в [2] данная проблема рассмотрена 
с применением конечно-элементного метода, но не учтено статиче-
ское нагружение крыла набегающим потоком. В [1] исследованы ко-
лебания крыла с помощью системы дифференциальных уравнений 
(ДУ) совместных изгибно-крутильных колебаний (изгибных колеба-
ний четвертого порядка и крутильных колебаний второго порядка). 
Предложено их решать итерационным методом, а также методом со-
средоточенных масс и методом обобщенных координат. Однако все 
эти методы достаточно громоздки, требуется высокая математиче-
ская подготовка инженера.  

В статье [3] также применен модальный анализ модели крыла при 
определении симметричных и кососимметричных форм колебаний 
крыла, рассмотрены приемы «отстройки» от флаттера. В работе [4] 
акцент сделан на обработке результатов экспериментальных иссле-
дований частот и форм колебаний. В работе [5] представлен модаль-
ный анализ крыла, выполнены теоретические и численные расчеты 
при рассмотрении крыла самолета как свободнонесущей балки. По-
лучены собственные частоты и связанные с ними формы колебаний. 
В результате исследования сделан вывод о том, что крыло самолета 
можно рассматривать как консольную балку, пренебрегая всеми си-
лами, действующими на самолет (кроме силы тяжести).  

В статье [6] модальный анализ крыльев планеров и транспортных 
самолетов проведен методом динамической жесткости. Крыло пред-
ставлено набором элементов динамической жесткости связанных ба-
лок на изгиб–кручение, которые собраны в общую матрицу динамиче-
ской жесткости всего крыла. В работе [7] исследовано влияние 
больших деформаций конструкции крыла на его модальные характе-
ристики. В монографии [8] рассмотрены колебания крыльев летатель-
ных аппаратов, при этом доказывается, что в процессе эксплуатации 
могут появляться так называемые колебания катастрофического изме-
нения формы в потоке газа. 

Настоящая работа посвящена модальному анализу свободных ко-
лебаний в потоке воздуха в самой простой консервативной постанов-
ке. Приращения внешних сил со стороны набегающего потока на 
данном этапе исследования не учитываются, а рассматриваются лишь 
внутренние силовые факторы, возникающие в модели крыла при вза-
имодействии со стационарным набегающим потоком воздуха. Фак-
тически решается задача определения собственных частот колебаний 
модели крыла, предварительно нагруженной внешним потоком. 
В основе исследований лежит система уравнений малых колебаний 
предварительно нагруженного стержня [9]. Информация о спектре 
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собственных частот важна для дальнейших исследований динамиче-
ской устойчивости модели крыла в потоке.  

Постановка задачи. Одна из актуальных задач современной 
аэромеханики — задача отстройки резонансных частот крыльев лета-
тельных аппаратов от рабочих частот. Любые задачи аэроупругости 
можно рассматривать как в статической, так и динамической поста-
новке. Статическая постановка задач аэроупругости возможна в силу 
того, что аэродинамические силы и моменты, возникающие при стати-
ческих деформациях элементов конструкции, не зависят от времени. 
Одной из главных трудностей, с которыми сталкиваются при исследо-
вании процессов деформирования под действием аэродинамических 
сил, является определение сил и моментов, действующих на конструк-
цию. В общем случае получить информацию о величине сил, возни-
кающих в процессе нагружения крыла потоком воздуха, возможно ис-
ключительно путем обобщения большого массива экспериментальных 
данных для некоторых характерных частных случаев. В данной работе 
рассматривается частный случай нагружения модели крыла перемен-
ного эллиптического поперечного сечения при нулевом угле атаки. 

 

Рис. 1. Схема модели крыла: 

jx  — координатные оси декартового базиса; je  — орты связанного главного недефор- 

мированного  базиса  (направлены  по  главным центральным осям сечения и по касательной 

к осевой линии); ji  — орты декартового базиса; 0V  — вектор скорости набегающего потока 

 
Цель работы — провести модальный анализ стержневой модели 

крыла в потоке. Модальный анализ, особенно в отношении определе-
ния собственных частот, крайне важен для дальнейших исследований 
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явлений потери динамической устойчивости в потоке воздуха. Задача 
решается в консервативной постановке. 

Рассмотрим модель крыла в самой упрощенной постановке (рис. 1). 
Представим модель крыла в виде плоского стержня переменного  
эллиптического сечения в потоке движущегося воздуха с нулевым 
углом атаки. Она имеет следующие характеристики: длина модели 

15 м;l  ширина в заделке 0 2 м;b  ширина на конце 1 1 м;b  тол-

щина в заделке 0 0,15 м;h  толщина на конце 1 0,05 м;h  модуль 

упругости 72 000 МПа;E   коэффициент Пуассона 0,33;   плот-

ность материала 32780 кг/м .   
Структура аэродинамических сил. При нагружении модели 

крыла набегающим потоком, как принято считать в прикладной тео-
рии аэроупругости, в общем случае возникают три силовых фактора 
(рис. 2): 

Lq  — подъемная сила, компонента силы, направленная нормаль-

но к скорости потока; 

nq  — лобовая сила, компонента силы, направленная по направ-

лению скорости потока; 
a  — аэродинамический момент. 

 

Рис. 2. Аэродинамические силы и момент, действующие на модель 

 
В данном случае, так как угол атаки равен нулю (скорость пото- 

ка 0V  направлена по оси 30 ),е  подъемная сила Lq  и момент a   

отсутствуют. Рассмотрим лобовую силу .nq  Ее можно рассчитать 

следующим образом: 

2
0 в

1
,

2
 n nq C V h                                           1  

где nC  — безразмерный коэффициент лобового сопротивления (про-

порциональности); в  — плотность воздуха (далее 3
в 1,225 кг/м ).   
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Теперь для определения величины лобовой силы необходимо 
знать только nC . График изменения этого коэффициента для различ-

ных соотношений ширины и толщины крыла приведен на рис. 3. 

 

Рис. 3. Зависимость коэффициента лобового сопротивления  

(пропорциональности) nC  от отношения ширины крыла b  к его  толщине h  

 
Видим, что когда  соотношение ширины крыла к его высоте стре-

мится к бесконечности, коэффициент пропорциональности стремится  
к 1,2. Таким образом, лобовая сила со стороны потока определена. 

Общий вид разрешающей системы. За основу дальнейших ис-
следований возьмем систему дифференциальных уравнений для ма-
лых колебаний стержня в связанных осях в безразмерной форме [9]: 
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где 1( )n  — функция распределения погонной массы стержня,   — 

безразмерная координата; u  — вектор перемещений;   — безразмер-
ное время; Q  — вектор приращений внутренних сил; iiА  — жестко-

сти стержня; æ  — вектор приращения кривизн; F  — вектор при-
ращений внешних сил; J  — физический тензор инерции элемента 
стержня;   — вектор углов поворота; M  — вектор приращений 
внутренних моментов; T  — вектор приращений внешних моментов. 
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Для переменного по длине сечения безразмерный коэффициент 
погонной массы определяется отношением 

0
1

0

( )
( ) ,

(0)


 

m
n

m
 

где 0( )m   — масса единицы длины стержня, 0( ) ( ) ( ) ;
4

m b h


    

( )b   — ширина крыла, ( ) 2 1 ;
2

b
    

 
 ( )h  — толщина крыла,

 
2

( ) 0,15 1 .
3

h      
 

  

Зависимость 1( )n  от безразмерной длины представлена на рис. 4. 

 

Рис. 4. Зависимость погонной массы стержня  
от безразмерной координаты 

 
Для численной алгоритмизации решения необходимо предста-

вить матрицы, входящие в систему уравнений (2) в скалярном виде:  
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где 11 11 11,J J J    — полярный момент инерции; 22 22,  J J    

33 33 22 33, ,J J J J     — осевые моменты инерции; * *
0 0,  i iQ M  — внут-

ренние силовые факторы, возникающие в модели от набегающего 
потока воздуха. 

Распишем систему уравнений (1) в скалярной форме: 
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 (4) 

где G  — модуль упругости второго рода. 
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Колебания в плоскости самого крыла 10 30( ,  )е е  в силу высокой 

жесткости высокочастотные, их можно исключить из рассмотрения, 
поскольку при дальнейших исследованиях поведения модели, свя-
занных уже с динамической потерей устойчивости в потоке, они ни-
какого влияния не окажут. 

Тогда некоторые компоненты вектора состояния обнуляются: 

1 3 1 3 2 20,  0,  0,  0,  0,  0.         u u Q Q M                 (5) 

Для рассматриваемого случая упростим систему (4). В случае ра-
венства угла атаки нулю имеем дело с задачей о свободных колеба-
ниях изогнутого в одной плоскости стержня, т. е. справедливы сле-
дующие тождества: 

* * * *
10 30 10 20 10 30æ 0,  æ 0,  0,  0,  0,  0.     Q Q M M              (6) 

Далее, в силу малости колебаний и консервативности поставлен-
ной задачи, справедливо предположить, что приращения внешних 
сил отсутствуют: 0,  0.   F T  

С учетом сделанных предположений система уравнений (4) 12-го 
порядка может быть упрощена до системы 6-го порядка: 

2 1
*2 2 1
30 12

32
3*1 1

11 20 32

2
2 3

*3 3
33 20 12

1 11 1

3 33 3

æ 0;æ 0;

æ 0;
æ 0;

0;
æ 0;

æ ;

,æ

u Q
Q

M
J M

u
M

J M
M A

M A

       


       
 

       
   

  

            (7) 

где 11 22 2 33 3;  ;  .  kA GJ A EJ A EJ  

Перед решением системы конкретизируем вид ненулевых 

начальных функций * *
30 20,  ,Q M  входящих в систему (7). Для этого 

рассмотрим изгиб модели крыла в плоскости воздействия равномер-
но распределенной нагрузки. 

Запишем систему ДУ изгиба балки: 

* *
*30 20
30,  .n

dQ dM
q l Q l

d d
 

 
                               (8) 
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В итоге получим 

* 2
30 0

2
* 2
20 0

1
( ) ( )(1 );

2

1 1
( ) ( ) .

2 2 2

     

 
         

 

n

n

Q C V h

M C V h
                         (9) 

В системе (7) будем искать неизвестные функции в следующем 
виде: 

     
     

3 03

2 02 1 01 3 03

2 02 1 01    

   

, ,

, 

; 

, ,



  

    

     

    i t

i t i t i t

i t i t e

Q Q e M M e M M e

u u e e
          (10) 

где 02 01 03 02 01 03,  ,  ,  ,  ,   u Q M M  — функции, отвечающие за формы 

колебаний;   — частоты колебаний. 
Подставляя (10) в (7), получаем систему уравнений 

2 *2 1
2 30 1 1

2 *1 3
11 1 20 3 3

2 *3 2
33 3 20 1 3

0; 0;

0; 0;

0; 0.

æ æ

æ æ

æ

Q
u Q

M
J M

M u
J M

 
       

 
 

       
 

 
       

 





          (11) 

Система (11) из шести дифференциальных уравнений может быть 
дополнена системой из четырех алгебраических уравнений: 

 

1 11 1

3 33 3

* 2
30 0

2
* 2
20 0

1
1

2

1 1
.

2

;  

2

;

2

;  

æ
æ




   

 
      














n

n

M A

M A

Q

C V

h

M

VC

h

                            (12) 

Представим полученную систему (11) в матрично-векторном виде 

 , ,    


d
B

d

Z
Z                                     (13) 

где Z  — вектор состояния системы;  , B  — матрица коэффи- 

циентов, 
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 

*
230

11

*
220

33

*
22

1

1

0

1

33

33

11

11

0 0 0 0 ( )

0 0 0 0

1 0 0 0

1
0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

.

0

,

n

M
J

M

Q

A

A

B A
J

A

A

 
 

 
 
 
 
 
 

    
 
 
 
 
 
 




 










 

Решение уравнений (13) будем искать методом начальных пара-
метров. Задавшись числовым значением ,  находим (численно) ре-
шение уравнения 

 , ,   KZ C                                       (14) 

где  , K  — фундаментальная матрица решений однородного 

уравнения   0, 0 . K  Для получения фундаментальной матрицы 

 , K  уравнение (13) решается шесть раз при начальных условиях: 

1 2 6

1 0 0

0 1 0

0 0 0
,  ,  .

0 0 0

0 0 0

0 0 1

     
     
     
     

       
     
     
          
     

Z Z Z  

При 0   (заделка, запрещены все перемещения) из условия сле-
дует, что 4 5 6 0.  C C C  Оставшиеся три компонента вектора C  

находим из трех краевых условий при 1   (свободный край, равны 
нулю силовые компоненты вектора состояния). В итоге имеем систе-
му уравнений 

     
     
     

11 1 12 2 13 3

21 1 22 2 23 3

31 1 32 2 33 3

1, 1, 1, 0;

1, 1, 1, 0; 

1, 1, 1, 0.

k C k C k C

k C k C k C

k C k C k C







     

     

     

               (15) 
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Для того чтобы система (15) имела нетривиальное отличное от 
нуля решение, определитель системы должен быть равен нулю: 

     
     
     

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1, 1, 1, 

det 1, 1, 1, 

1, 1, 1, 

0.
   
     
    


k k k

D k k k

k k k

 

Решая уравнение (12) для ряда значений ,i  находим такие ,i  

при которых определитель D с заданной степенью точности можно 
считать равным нулю. Такие i  являются частотами стержня. 

Составим алгоритм для нахождения векторов решения. Для этого 
выпишем значения используемых жесткостей и моментов инерции  
и приведем их к безразмерному виду 

   

 

 

3

4

11 3

3

22 22

3

33 33

( )
( ) ( )

;

( )

(

2( )
1

( )

( ) ( )
;

64

( ) ( )
,

6
)

4

p p
к

p p

p p

b
h h

A GJ G
b
h

b h
A EJ E

b h
A EJ E

 

 
       

  
  

  
 

 






 





 

где 
  11 22 33( ) ( ).;  

2 1
p p pE

G J J J   


 

Безразмерные жесткости: 

0 0 0
11 22 33

3311 22

33 33 33

(( (
( ) ( )

(0) (
;  

0)
.

(0)

))
 

)
;

pp p

p p p
AA A

A A A
A A A

 



 

  

Безразмерные величины: 

0 0 0 3311 22
11 22 332 2 2

0 0 0

2
0 0
30 2030 20

33 33

( )( ) ( )
,  ,  ;

(0) (0) (0)

,  .
( ) ( )

 
  

 
 

рр р

р р

JJ J
J J J

m l m l m l

l l
Q Q M M

A A

 

В программном комплексе Mathcad был составлен алгоритм рас-
чета предварительно нагруженной потоком воздуха модели крыла 
методом начальных параметров, в результате чего получен график 
изменения характеристического определителя в зависимости от час- 
тоты   (рис. 5). 
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Рис. 5. График изменения характеристического определителя при 0 0V  

 
По графику (см. рис. 5) получаем значения первых трех соб-

ственных частот в безразмерном виде:  

1 2 32,1982;  4,2489;  6,5565.       

Затем можем получить зависимость изменения первых трех час- 
тот от скорости набегающего потока (рис. 6). Очевидно, что частоты 
изменяются крайне незначительно. Далее этому будет дано объяснение. 

 

 

Рис. 6. Зависимость первых трех частот от скорости 0V  
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По полученным частотам можно построить формы колебаний. 
После определения i  находим из уравнения (13) собственные век-

торные функции ( )
0 ,iZ  удовлетворяющие краевым условиям задачи: 

 ( ) ( )
0 , ,  i i

iKZ C                                      (16) 

где  , iK  — фундаментальная матрица решений для собственных 

значений частот .i  

Имеем систему уравнений 

           

           

           

11 12 131 2 3

21 22 231 2 3

31 32 331 2 3

1, 1, 1, 0;

1, 1, 1, 0;

1, 1, 1, 0,

      

      


     

i i i
i i i

i i i
i i i

i i i
i i i

k C k C k C

k C k C k C

k C k C k C

            (17) 

из которой, взяв два уравнения, определяем ( ) ( )
1 2,  i iC C  в зависимости 

от ( )
3 :iC  ( ) ( )

3 ,  1, 2.  i i
kC C k  

Пусть ( )
3 1.iC  Тогда, определив ( ) ,iC  находим из уравнения (16) 

собственный вектор ( )
0 .iZ  

Необходимо заметить, что для тестирования программы была 
рассчитана модель крыла постоянного сечения по длине следующего 
размера: 15 м,l  ширина 2 м,b  толщина 0,1 м.h  Характеристи-
ки материала указаны выше. Есть аналитическое решение для частот 
изгибных колебаний подобной модели [9], которые в безразмерной 
форме могут быть определены следующим образом: 

2 1
,

2k
k 

                                             (18) 

а размерные частоты — по формуле 

 
2

 4
0

. k k
EJ

p
m l

                                       (19) 

В итоге получаем первые три теоретические частоты: 

т т т
1 2 3

рад рад рад
2,295 ;  14,387 ;  40,2786  .

с с с
p p p    

В программе Mathcad был составлен алгоритм определения соб-
ственных частот и вектора состояния для каждой формы и для постро-

ения графиков компонентов собственного вектора ( )
0 .iZ  В частности, 
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для упрощенной модели крыла постоянного сечения были получены 
следующие первые три частоты (при нулевой скорости потока): 

1 2 31,8751;  4,6940;  7,8542.       

При приведении к размерному виду 

 
2 33

 4
0

, k k
A

p
m l

 

тогда имеем 

1 2 3
рад рад рад

2,2957  ;  14,3863  ;  40,2786  .
с с с

  p p p  

Очевидна высокая степень совпадения теоретических и числен-
ных частот упрощенной модели крыла. 

Приведем для сравнения на рис. 7 графики изменения компонен-
тов векторов состояния стержня эллиптического переменного сече-
ния (синяя линия) и прямоугольного постоянного сечения (зеленая 
линия). На рисунке указаны частоты с индексом «э» — для эллипти-
ческого сечения, с индексом «п» — для прямоугольного. Не пред-
ставленные на графиках компоненты векторов состояния  1 1, M  

являются нулевыми.  
Очевидно, что представленные на рис. 7 результаты свидетель-

ствуют о том, что первые три частоты являются чисто изгибными. 
Теоретические исследования [10] показывают, что крутильные коле-
бания упрощенной модели крыла прямоугольного сечения (а значит, 
можно с уверенностью утверждать, что то же самое относится и к эл-
липтическому переменному сечению) крайне высокочастотные. 

 

Рис. 7 (начало). Амплитудные значения компонентов вектора состояния: 

а — при 
( )
1
э

= 2,1982 и 
(п)
1 = 1,8751 (компоненты перемещений) 
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Рис. 7 (окончание). Амплитудные значения компонентов вектора состояния: 

б — при 
( )
2
э

= 4,2489 и 
(п)
2 = 4,6941 (компоненты перемещений); в — при 

( )
3
э

= 6,5565  

и 
(п)
3 = 7,8548 (компоненты перемещений) 

 

Как было отмечено выше, частоты практически не изменяются  
в зависимости от скорости потока. Внутреннее напряжение в плоско-
сти крыла (в горизонтальной плоскости) не влияет на колебания крыла 
в вертикальной плоскости. Очевидно, что колебания крыла в самой 
плоскости были бы более чувствительны к внутренним напряжениям  
в крыле. 

Заключение. В работе проведен модальный анализ модели крыла 
по схеме плоского стержня переменного эллиптического сечения  
в потоке воздуха с нулевым углом атаки. С помощью внутренних си-
ловых факторов, появляющихся под действием лобовой аэродинами-
ческой силы со стороны потока, учитывалось влияние набегающего 
потока воздуха. Численно определены первые три частоты собствен-
ных колебаний, а также установлены формы колебаний, т. е. соб-
ственные вектора. Программа расчета была протестирована на при-
мере модели крыла постоянного сечения, результаты хорошо 
согласуются с теоретическими частотами, полученными аналитиче-
скими методами, известными из литературы, посвященной данной 
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тематике. Представленный метод решения задачи определения соб-
ственных частот и форм колебаний позволяет исследовать модели 
крыла достаточно сложной геометрии, для которых решения могут 
быть найдены только численно. Полученные в работе результаты 
важны для дальнейших исследований поведения модели крыла в по-
токе воздуха, а именно для исследования динамической потери 
устойчивости (явления флаттера). В следующей работе авторы наде-
ются представить результаты данного исследования, где спектр соб-
ственных частот, полученный в данной работе, станет основой этих 
исследований.  

Данная работа может быть интересна как для студентов техниче-
ских специальностей, изучающих теорию механических колебаний, 
так и для инженеров, занимающихся колебаниями систем с распре-
деленными параметрами. 
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Wing model modal analysis in the airflow  
in conservative formulation 
© A.M. Naumov, O.A. Domnina 

Modal analysis of the elastic system dynamic properties is one of the most important 
types of research. The paper investigates eigen frequencies and oscillation modes of a 
wing model in the form of a flat rod of variable geometry, close to the real wing geometry 
in the air flow with zero angle of attack. Influence of the oncoming airflow is considered 
due to the internal force factors appearing under the frontal aerodynamic force action 
from the flow side. Aerodynamic forces and moments increment arising from the model 
small oscillations are not taken into account, i.e. the energy is not being “pumpe” at 
small oscillations from the airflow side, and the problem is solved in the conservative 
formulation. First three frequencies of natural oscillations and their corresponding forms 
are numerically determined; it is shown that all of them are purely bending. Dependence 
of the first three frequencies behavior on the oncoming flow speed was studied. 
 
Keywords: variable geometry wing model, oncoming airflow, aerodynamic forces, oscil-
lation eigen frequencies, oscillation eigen modes, dynamics conservative problem 
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